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Preface 



L’enseignement de l’algebre lineaire s’est considerablement developpe au 
cours des deux demieres decennies. De nos jours, presque toutes les sections 
d’etudes scientifiques et techniques, et notamment les sections d’ingenieurs, 
incluent l’algebre lineaire dans la formation de base de leurs etudiants. Un ouvrage 
qui s’ajoute aux nombreux deja existants dans la litterature peut done encore se 
justifier et pretendre repondre a des exigences restees insatisfaites. 

A l’exception de quelques-uns, les sujets developpes dans ce livre sont 
classiques et servent normalement de base a la realisation de tout livre d’algebre 
lineaire de meme niveau. Ce qui distingue celui-ci des autres reside dans I’arrange- 
ment de la matiere et surtout dans sa presentation, qui emprunte beaucoup a la 
geometrie ordinaire et vise a developper chez le lecteur une comprehension intui- 
tive. Un autre element distinctif est certainement la place accordee a la notion 
d’espace affine et a I’etude de la geometrie affine a plusieurs dimensions. 

Dans l’elaboration de la matiere, l’auteur s’est prevalu de l’experience de 
plusieurs annees d’enseignement a des sections d’ingenieurs de l’Ecole polytechni- 
que federate de Lausanne. C’est a travers cette experience que l’exposition pure- 
ment formelle congue initialement a cede la place a un discours plus parle et, 
oserait-on dire, plus humain. 

Conscient du fait que les concepts abstraits ne deviennent clairs qu’a travers 
les exemples, l’auteur s’est constamment soucie de favoriser la comprehension par 
des motivations, des commentaires et des illustrations. 

Outre creer les conditions propices a une meilleure assimilation des theore- 
mes et des techniques de calcul de l’algebre lineaire, cet ouvrage veut inciter le 
lecteur a un travail de recherche personnel. Quelques-uns des nombreux exercices 
places a la fin de chaque chapitre ont pour but d’encourager une telle activite. 

Ce livre a ete ecrit a l’intention des etudiants du premier cycle d’etudes des 
ecoles d’ingenieurs de niveau universitaire, mais il s’adresse egalement aux etu- 
diants en mathematique et en physique orientes vers les applications. II peut en 
outre venir en aide aux scientifiques a la recherche de methodes algebriques leur 
permettant d’apporter des elements de reponse aux problemes qu’ils rencontrent, 
ainsi qu’aux maitres du degre secondaire desireux de savoir vers quels programmes 
conduit leur enseignement. 
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Conventions 


1. Decoupage du texte 

Ce livre est divise en deux tomes. Chaque tome se compose de cinq chapitres 
numerotes respectivement de I a 5 et de 6 a 10. Le second tome contient en outre 
un appendice repere par la lettre A. Chaque chapitre est divise en sections et 
chaque section en paragraphes. Les sections sont reperees par une double numero- 
tation et les paragraphes par une triple numerotation. Par,qxeyple, 7.2 renvoie a 
la deuxieme section du septieme chapitre et 7.2.4 au quatrieme paragraphe de cette 
section. La derniere section de chaque chapitre rassemble les exercices sur la 
matiere traitee dans le chapitre. Ces exercices sont numerotes de la meme fa?on 
que les paragraphes. Ainsi, 7.4.11 designe le onzieme exercice de la quatrieme 
section du septieme chapitre. Les figures sont reperees par l’abreviation Fig. suivie 
de deux nombres, le premier indiquant le chapitre et le deuxieme la figure. Par 
exemple, Fig. 7.3 designe la troisieme figure du septieme chapitre. 

2. Conventions sur les nombres 

Les lettres R et <E designeront respectivement le corps des nombres reels et 
le corps des nombres complexes. Tout au long des dix chapitres de ce livre, le terme 
«nombre» aura le sens de «nombre reel». Dans I’appendice consacre a l’extension 
de certains resultats aux nombres complexes, il sera precise dans quelles circons- 
tances le terme «nombre» prendra la signification de «nombre complexe». 

Les nombres seront generalement designes par des lettres grecques minuscu- 
les telles que a, ft, y, k, //, v. ou par des lettres latines minuscules telles que a, b, 
c, d. Les nombres entiers seront appeles plus simplement entiers. Ils seront designes 
par des lettres latines minuscules telles que n, k, i,j, /, m. 

Nous dirons qu’un nombre est positif ( negatif) s’il est superieur (inferieur) 
a zero. Nous dirons qu’il est non negatif s’il est superieur ou egal a zero. 

3. Avertissement concernant I’emploi des adjectifs numeraux 

Tout au long de ce livre, par deux, trois, ..., n objets, nous entendrons (sauf 
mention explicite du contraire) deux, trois, .... n objets distincts. 

4. Families d’elements d’un ensemble 

Dans ce livre, nous appellerons famille finie d’elements d’un ensemble E tout 
n-uplet (ordonne) d’elements de E, e’est-a-dire tout element du produit cartesien 
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( V| t r j et dirons que x, est le i-ieme terme ou le terme d'indice i. Nous dirons 

cn outre que 1’ensemble {1, 2 n] est 1’ ensemble d'indices. 

On remarquera que notre definition n’exclut pas que x, = x y pour des indices 
/ et j differents, ni meme que x, = x pour tout indice x designant un element de 
E. On remarquera encore que (x„ x 2 x„) = (xj, x 2 , .... x'„) si et seulement si 


X, = xl. X, = X, X, = x„. 


Nous appellerons les families a deux et a trois termes respectivement couples 


et triplets. 

Les families infinies (ou suites) sont definies similairement en prenant comme 
ensemble d'indices I’ensemble des entiers positifs. Elies seront designees par le 
symbole x 2 , ...)• Precisons toutefois qu’elles apparaitront tres rarement dans 
ce livre; 

Ajoutons quelques lignes de commentaire a la notion de famille finie. Dans 
l’etude de nombreuses questions, telles l’independance lineaire ou la generation de 
sous-espaces ou l’orthogonalite, l’incorporation d’un ordre a la definition de 
famille finie est inutile. A ce type de questions, les families «non ordonnees», 
e’est-a-dire les applications d’un ensemble fini / dans £ (notees habituellement par 
(x/)i«/) conviennent parfaitement. Par contre, dans d’autres contextes, notamment 
dans certaines relations avec les matrices (en raison de leur representation sous la 
forme de tableaux) ou dans des questions concernant l’orientation, l’ordre de 
disposition des termes de la famille joue un role important. Dans ce livre, par souci 
de simplicity, nous n’avons pas juge necessaire d’utiliser deux notions de famille 
finie. Le lecteur interesse pourra facilement deceler de lui-meme les parties qui 
s’enoncent plus naturellement en termes de families finies «non ordonnees». 
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Chapitre 1 


Espaces vectoriels et espaces affines 


1.1 UN MODELE D’ESPACE VECTORIEL 


1.1.1 Introduction 

Des notions physiques telles que la force ou la vitesse sont caracterisees par 
une direction, un sens et une intensite. Ce triple caractere est mis en evidence par 
les fleches. Celles-ci sont a l’origine de la notion de vecteur et en constituent 
l’exemple le plus suggestif. Bien que leur nature soit essentiellement geometrique, 
c’est leur aptitude a se Her les unes aux autres, done leur comportement algebrique, 
qui retiendra principalement notre attention. Partage en classes d’equivalence et 
muni de deux operations appelees addition et multiplication par un scalaire, 
l'ensemble qu’elles forment represente le modele classique d’un espace vectoriel. 
Un de nos premiers objectifs est la description detaillee de ce modele. 


1.1.2 Notion de fleche 

Nous designerons par '6 l’espace ordinaire de la geometrie elementaire et 
par P, Q, ... ses points. Nous appellerons fleche tout segment de droite oriente. La 
fleche d’origine P et d’extremite Q sera notee PQ (fig. 1. 1). II est evident que toute 
fleche est caracterisee par sa direction, son sens, son intensite ou grandeur et son 
origine. 

Q 


P Fig. 1.1 



1.1.3 Ensemble des vecteurs 

Nous dirons que deux fleches sont equivalentes si elles ont la meme direc- 
tion, le meme sens et la meme intensite. Partageons l’ensemble des fleches en classes 
d’equivalence: deux fleches appartiennent a une meme classe si et seulement si elles 
sont equivalentes. Nous dirons que chacune de ces classes est un vecteur. Ran- 
geons, en outre, les fleches degenerees (e’est-a-dire de la forme PP) en une classe 
distinguee que nous appellerons vecteur r.ul et noterons 0. L’ensemble des vecteurs 
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Un modele d’espace vectoriel 
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ainsi definis sera designe par V. II faut souligner que les elements de V sont des 
classes de fleches et non pas des fleches individuelles. II est cependant clair qu’une pi 

fleche quelconque suffit a determiner la classe a laquelle elle appartient et il est i: 

done naturel de l’appeler representant de la classe ou du vecteur. 

Dans ce livre, les vecteurs seront designes par des lettres latines minuscules 
imprimees en caractere gras ou par des couples de lettres latines majuscules 
surmontees d’une fleche (par exemple, PQ designe le vecteur determine par la 
fleche PQ). Dans les figures, les fleches seront toutefois designees par le symbole . 

du vecteur qu’elles representent. 


1.1.4 Addition de vecteurs 

Tragons le representant d’un vecteur y a partir de l’extremite d’un represen- 
tant d’un vecteur x. La fleche dont l’origine est celle du representant de x et 
l’extremite celle du representant de y determine un vecteur que nous noterons 
x + y et appelerons somme de x et y. L’operation qui associe a tout couple de 
vecteurs leur somme s’appelle addition vectorielle (fig. 1.2). 



A 1’aide d’une figure, il est facile de montrer que l’operation d’addition 
vectorielle est associative et commutative , autrement dit, que 

(x + y) 4- z = x + (y + z) 

et 

x + y = y + x. 

Il est en outre evident que le vecteur nul 0 est l’element neutre de l’addition 
vectorielle, autrement dit. que 

x-f0 = 0 + x = x, 

et que 

x + (— x) = 0, 

ou — x designe le vecteur oppose de x, e’est-a-dire le vecteur dont les representants 
ont la meme direction et la meme intensite que ceux de x, mais le sens oppose 
(fig. 1.3). 



1.1.5 Soustraction de vecteurs 

L’operation inverse de l’addition vectorielle est la soustraction vectorielle. 
Soustraire un vecteur revient a additionner le vecteur oppose (fig. 1.4): 

x - y = x + (-y)r. 



1.1.6 Remarque 

L’addition s’etend, par recurrence, au cas d’une famille finie quelconque de 
vecteurs (x,, x 2 , ..., x t ): 

((X, + Xj) + x 3 ) + ... . 

En vertu de l’associativite, ces additions successives peuvent etre efiectuees dans 
n’importe quel ordre, ce qui justifie l’ecriture sans parentheses 

X, + X 2 + ... + X*. 


1.1.7 Multiplication par un scalaire 

Dans ce livre «scalaire» sera synonyme de «nombre». Rappelons en outre 
que, sauf indication contraire, «nombre» signifie «nombre reel». Le vecteur ax, 
appele produit du nombre a par x, est defini de la maniere suivante: prenons une 
fleche representative de x et construisons une fleche de meme direction, de meme 
sens ou de sens oppose, suivant que a est positif ou negatif, et d’intensite |a| fois 
l’intensite de la fleche initiate; la fleche ainsi obtenue est un representant du vecteur 
ax; si a = 0 ou x = 0, nous posons ax = 0. L’operation qui consiste a effectuer 


> 
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(7) (— a)x = —(ax), done en particulier ( — 1 )x = — x. En effet, l’oppose 
d’un vecteur etant unique d’apres (3), il suffit de montrer que ax + (— a)x = 0. 
Or, par la condition (0, ax + (— a)x = (a — a)x = Ox et, par (5), Ox = 0. 


1.3 EXEMPLES D’ESPACES VECTORIELS 


1.3.1 fSp * ces vectoriels georaetriques 

L’espace vectoriel geometrique V etudie dans la section 1.1 est un premier 
exemple d’espace vectoriel selon la definition 1 .2.2. Un deuxieme exemple est le 
plan vectoriel geometrique, e’est-a-dire I’ensemble des classes de fleches equivalen- 
tes du plan usuel de la geometrie elementaire, muni des deux operations introduces 
dans 1 . 1 .4 et 1.1.7. Nous le designerons egalement par V , mais s’il faut le distinguer 
du premier, nous utiliserons les symboles V 3 pour 1’espace et V 1 pour le plan. 


1.3.2 Vectorialise de Z' . 

Soit O un point arbitrairement choisi et fixe de l’espace ponctuel introduit 
dans 1.1.2. Definissons l’operation d’addition des points P et Q de V par la regie 
du parallelogramme: P + Q est le sommet oppose a O du parallelogramme 
construit sur O, P, Q (fig. 1.6). Cette operation peut egalement etre definie a l’aide 
des fleches : P + Q est l'extremite de la fleche d’origine P equivalente a la fleche 
OQ. Definissons similairement la multiplication de P par un nombre a (fig. 1.7). 
Muni de ces deux operations, Z devient un espace vectoriel appele vectorialise 
de - 1 * relativement a O. Nous designerons cet espace par V 0 et appellerons le point 
O origine. En identifiant chaque point P a la fleche OP, nous pouvons considerer 
r, y 0 comme etant forme des fleches d’origine commune O. 


>7> + Q 


Fig. 1.6 


Fig. 1.7 


On remarquera que si O' est une deuxieme origine, ''<7 et *'o sont egaux 
en tant qu’ensembles, mais differents en tant qu’espaces vectoriels (fig. 1 .8). 


Exemples d’espaecs vectoriels 
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P + Q dans 2^, 


P + Q dans 


Fig. 1.8 

1.3.3 Espaces IR" 

Pour tout entier positif n, IR" designera l’ensemble des n-uplets de nombres 
disposes en colonne: 


Munissons R" des operations d’addition et de multiplication par un scalaire 
definies au moyen des formules suivantes: 

a, b x a t + b t a, aa, 

a 2 b 2 o 2 + b 2 o 2 aa 2 


l«.J Im k + M l aa »J 

Ces deux operations satisfont, de toute evidence, aux conditions (a)-(h) de la 
definition 1.2.2 et conferent done a R" une structure d’espace vectoriel. Les 
vecteurs de cet espace seront appeles vecteurs-colonnes. Us seront souvent designes 
plus brievement par (a,)i s , s „ ou simplement par (a,). Le nombre a, sera appele 
lerme d’mdice i de (a,). 

On remarquera que le vecteur nul de R" est le n-uplet 


14 


Espaces vectoriels et espaces affincs 



( 

( 

C 

( 

( 

( 

( 


et que 


est l’oppose de 


1R 1 sera identifie a IR. 

1.3.4 Un espace vectoriel fonctionnel 

Soit C| 0 A | l’ensemble des fonctions reelles continues definies dans l’intervalle 
ferme [a, 6], Nous designerons les elements de cet ensemble par les lettres f, g, ... . 
La valeur de f au point t sera notee f (t). Dire que f = g equivaudra done a dire 
que f(/) = g (/) pour tout t de l’intervalle [a, b\. De maniere abregee, nous ecrirons 
f (/) = g(f), le signe = indiquant ainsi que les deux membres sont egaux pour tout 
t de l'intervalle [a, b\. Considerons les deux operations suivantes: 

• f + g, definie par la formule (f + g)(f) = f (/) + g(r), 

• of, definie par la formule (af)(/) = af(r). 

Ces deux operations satisfont aux conditions (a)-(h) de la definition 1.2.2 et 
munissent C (o A| d’une structure d’espace vectoriel. Le vecteur nul de cet espace est 
la fonction nulle et l’oppose de f est la fonction — f definie par (— f)(r) = — f(r). 

II est interessant de constater que C la , b] , en tant qu’espace vectoriel, est une 
generalisation naturelle de IR' 1 au cas continu. On peut en effet concevoir tout 
vecteur (a) de IR" sous la forme d’une fonction reelle definie dans l’ensemble 
{1, 2, .... n}: la valeur de cette fonction au point i est tout simplement a,-. 

1.3.5 Autres espaces vectoriels fonctionnels 

Voici quelques autres exemples d’espaces vectoriels fonctionnels. Les opera- 
tions d’addition et de multiplication par un scalaire sont definies comme dans 
1.3.4. 

(1) L’espace vectoriel Cf a t) forme des fonctions reelles k fois continument 
derivables, definies dans l’intervalle ouvert (a, b). 

(2) L’espace vectoriel des fonctions reelles definies dans un intervalle. 

(3) L’espace vectoriel des polynomes a une indeterminee. 

(4) L’espace vectoriel des polynomes a une indeterminee de degre inferieur 
ou egal a n. 




Combinaisons lincaircs, sous^spaces vectoriels, families generatrices 


15 


1.4 COMBINAISONS LINEAIRES, SOUS-ESPACES 
VECTORIELS, FAMILLES GENERATRICES 

1.4.1 Avertissement 

Dorenavant, sauf mention explicite du contraire, les vecteurs seront les 
elements d’un espace vectoriel donne E. 

1.4.2 Combinaisons lineaires t 

On appelle combination lineaire des vecteurs x,, x 2 , ..., \ k tout vecteur de la 
forme a,x, + a 2 x 2 + + a t x k , ou a,, a 2 , ..., a k sont des nombres appeles 

coefficients de la combinaison lineaire. 

1.4.3 Exemples 

(1) Le vecteur nul est combinaison lineaire de x,, x 2 x t . Pour voir cela, 

it suflit de prendre a, = a 2 = ... = a* = 0. Dans ce cas, la combinaison lineaire 
est appelee combination lineaire triviale. 

(2) Les combinaisons lineaires d’un vecteur x sont appelees multiples de x. 
Un multiple de x est done un vecteur de la forme ox. On notera que le vecteur nul 
est multiple de tout vecteur. 

(3) Combinations convexes. On appelle combinaison convexe toute combi- 
naison lineaire dont les coefficients sont non negatifs et de somme egale a 1. 
L’ensemble des combinaisons convexes de deux points P et Q de est le segment 
de droite joignant P et Q. Pour s’en rendre compte, il suffit d’ecrire 

aP + (1 - a)Q = Q + a(P - Q ), 

de faire varier a de 0 a 1 et de constater que tous les points du segment sont ainsi 
obtenus (fig. 1 .9). 


Q 



P-Q 

Fig. 1.9 
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Nous laissons au lecteur le soin de verifier que l’ensemble des combinaisons 
convexes de trois points est le triangle, eventuellement degenere, dont les sommets 
sont ces trois points. 

D’une maniere generate, on peut montrer que l’ensemble des combinaisons 
convexes de k > 3 points est le plus petit polyedre convexe (polygone convexe si 
% 0 designe le plan), eventuellement degenere, comprenant ces points. 

(4) On dit que le vecteur-colonne (x®) de 1R 3 est solution du systeme d’equa- 
tions lineaires 

3.x, - 2x 2 + 4x 3 = 0 

.x 2 - 5x 3 = 0 ' ' 

si ses termes x,, x 2 , xj, substitues aux inconnues x,, x 2 , x 3 , verifient les deux 
equations. 

Toute combinaison lineaire a,(x') + a 2 (x?) de solutions (x, 1 ) et (xf) du 
systeme (1.2) est encore une solution de ce systeme. 

(5) Soit f, et f 2 les deux fonctions definies par 

f, (/) = cos t et f 2 (0 = sinf. (1.3) 

Toute combinaison lineaire de f, et f 2 est solution de l’equation differentielle 
f + f = 0, 

ou f designe la deuxieme derivee de f. 

1.4.4 Combinaisons lineaires iterees 

Si le vecteur x est combinaison lineaire des vecteurs x,, x 2 , .... x k et chacun 
de ces vecteurs est combinaison lineaire des vecteurs y,, y 2 , ..., y,, alors x est 
combinaison lineaire de y ,, y 2 , .... y,. 


1.4.5 Sous-espaccs vectoriels 

On appelle sous-espace vectoriel de E tout sous-ensemble de E qui est 
lui-meme un espace vectoriel pour les operations d’addition et de multiplication 
par un scalaire definies dans E. 

Un sous-espace vectoriel, en tant qu’espace vectoriel, ne peut etre vide, 
puisqu’il comprend au moins un vecteur, a savoir son vecteur nul, celui-ci etant 
d'ailleurs forcement le vecteur nul de £, en vertu de la regie (5) de 1.2.3. En outre, 
en meme temps que les vecteurs x et y, il comprend toutes leurs combinaisons 
lineaires ax + fly. Inversement, on voit aussitot que tout sous-ensemble jouissant 
de ces proprietes est un sous-espace vectoriel. Nous avons ainsi etabli la proposi- 
tion suivante: 


Combinaisons lineaires, sous-espaces vectoriels, families generatrices 
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1.4.6 Proposition. Caracterisation des sous-espaces vectoriels 

Un sous-ensemble S de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si 
S est non vide et ax + fly apparlient a S pour tout couple (x, y) de vecteurs de S 
et tout couple (a, fl) de nombres. 

La proposition suivante en decoule aisement: 

1.4.7 Proposition 

Soit (x,, x 2 , .... x*) une famille de vecteurs. L'ensemble des combinaisons 
lineaires de x,, x 2 , .... x k est un sous-espace vectoriel S de E, plus precisement le plus 
petit sous-espace vectoriel de E (au sens de iinclusion) comprenant x,, x 2 , ..., x t . 

1.4.8 Generateurs, families generatrices 

Les vecteurs x,, x 2 x k de la proposition 1.4.7 sont appeles generateurs 

de 5 et la famille (x,, x 2 , .... x k ) famille generatrice de S. On dit aussi que ces 
vecteurs ou cette famille engendrent S. 

1.4.9 Somme et intersection de sous-espaces vectoriels 

Soit S et T des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de S et T, 
et on note S + T, l’ensemble des vecteurs de la forme s + t, ou s et un vecteur 
de S et t un vecteur de T. A l’aide de la proposition 1.4.7, le lecteur constatera 
facilement que la somme S + T et l’intersection SOT sont des sous-espaces 
vectoriels de E. Au contraire, la reunion S U T n’est pas un sous-espace vectoriel 
de E, a moins que S ne soit contenu dans T, ou reciproquement. En fait, le plus 
petit sous-espace vectoriel de E contenant S U T est la somme S + T (cf. exercice 
1.12.14). 

Les resultats de ce paragraphe s'etendent, de maniere evidente, au cas 
d’une famille quelconque (5,, S 2 , .... S k ) de sous-espaces vectoriels de E. la 
somme S { 4- S 2 + ... + S k , e’est-a-dire l’ensemble des vecteurs de la forme 
s, + Sj + ... + s t , ou s, est un vecteur de S, pour i = 1,2, .... k, et l’intersection 
5, fl S 2 fl ... fl S k sont des sous-espaces vectoriels de E. 
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1.4.10 Exemples 

(1) {0} et £ sont des sous-espaces vectoriels de £. 

(2) Le sous-espace vectoriel engendre par un vecteur non nul est forme de ( 

tous les multiples de ce vecteur. On appelle un tel sous-espace droite vectorielle. ^ ^ 

Un sous-espace vectoriel engendre par deux vecteurs non multiples l’un de 1 autre 

est appele plan vectoriel. Dans % 0 une droite et un plan vectoriels sont effective- ( 1 

ment une droite et un plan passant par l’origine O. ( ) 

( ; 
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(3) R 4 est engendre par les vecteurs-colonnes 


En effet, 


fo] fol 


0 0 


0 ’ 0 ’ 1 

o 0 o| 




vm , t (4) Le ® fon c‘ions f, et f 2 definies dans (1.3) engendrent le sous-espace 
ectonei de C (a b) forme des solutions de 1’equation differentielle f + f = 0. Ce 
resultat d’analyse est enonce sans demonstration. 

< 5 > Etant donne cinq nombres r 0 , .... , 4 arbitrairement choisis, definissons 
les cinq polynomes du quatneme degre Po , ..., p 4 par la formule 

„/,) = SL ~ '») ■ « ~ 0 0 - U) 

(t ,-/ 0 ) , A y (1.5) 

ou I’accent circonflexe indique l’absence des facteurs d’indice /. II est evident que 
P/'J = 1 et p,(r,) = Osi i*j. (16) 

Nous aliens etablir que ces cinq polynomes engendrent I’espace vectoriel de tous 

sarz* *■* '" Kneur - 4 4 - — - «- - » - «» * 

P(0 = P('o) Po(0 + + p(r„)p 4 (0 (formule de Lagrange). ( 1 . 7 ) 

A cet effet designons par p le polynome defini par Ie second membre de (1 7) 
d apres ( 1 . 6 ), v ■'* 

W'o) = p(f 0 )'l +0+0+0+0= p(t 0 ) 

P(' 4 ) = 0 + 0 + 0 + 04- p{tf ) ■ 1 = p(/ 4 ), 

ce qui montre que p et p prennent les memes valeurs en t = .. , = , done 

que le polynome p-paau moins cinq zeros. Puisqu’il est de degre inferieur ou 

r^r “ ” nc,uons ,u ' ii “ -« » ■ - p- u ro jl <uzz 

espacevitorinTr 6 P °' yn6mes de de ^ inftrieur ou egal a n est un sous- 
espace vectoriel de 1 espace de tous les polynomes. II est engendre par les monomes 

Po : P°W — 1, P| : p,(r) = t, .... p,: pft) = t". „ 
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(7) Si x n’est pas multiple de y , S = {z: z = x + ay, a e R} n’est pas un 
sous-espace vectoriel de E, ne serait-ce que par le fait que 0 n’est pas element de 
S. En particulier, une droite ne passant pas par l’origine n’est pas un sous-espace 
vectoriel de & 0 . (Pour plus de details, voir les sections 1.8 et 1.9.) 


1.5 DEPEND ANCE ET INDEPENDANCE LINEAIRES 


1.5.1 Caracterisation de Pabsence de parallelisme a un meme plan 

Si e,, e 2 , e 3 sont trois vecteurs de V 3 dont les representants ne sont pas 
parallels a un meme plan (par convention, une fleche d’intensite nulle est parallele 
a tout plan), alors tout vecteur x de V 3 s’ecrit de maniere unique sous la forme 

x = a,e, + a 2 e 2 + a 3 e 3 , 
ou a,, a 2 , a 3 sont des nombres (fig. 1.10). 



Fig. 1.10 


En particulier, la seule possibility d’obtenir le vecteur nul comme combinai- 
son lineaire de e,, e 2 , e 3 est d’attribuer la valeur 0 a a,, a 2 , a 3 . 

Reciproquement, si pour trois vecteurs e,, e 2 , e 3 de V 3 la relation a,e, + 
a-e- + a,e, = 0 impliaue a, = a, = a 3 = 0. aucun de ces vecteurs ne peut etre 
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combinaison lineaire des deux autres, autrement dit, leurs representants ne sont 
pas paralleles a un meme plan. 

Sur la base de ces observations, nous allons etendre la notion d’absence de 
parallelisme a un meme plan au cas d’un nombre quelconque de vecteurs d’un 
espace vectoriel E. 

1.5.2 Independance et dependance lineaires, families libres et liees 

On dit que les vecteurs x,, x 2 , .... x* sont lineairement independents si la 
relational, + a 2 x 2 + ... + a*x* = Oimpliquea, = a 2 = ... = a* = 0, autrement 
dit, si la combinaison lineaire triviale est la seule combinaison lineaire de x,, x 2 , 
..., x k qui soit nulle. Dans le cas contraire, on dit que les vecteurs x,, x 2 , ..., x k sont 
lineairement dependants. 

Si l’attention est fixee sur la famille (x,, x 2 , ..., x k ) plutot que sur les termes 
dont elle est constitute, on dit que celle-ci est libre ou liee suivant que les vecteurs 
x,, x 2 , ..., x k sont lineairement independants ou dependants. 

1.5.3 Formulation de la dependance lineaire 

Selon la definition 1.5.2, les vecteurs x,, x 2 , ..., x k sont lineairement depen- 
dants s’il existe des nombres non tous nuls a,, a 2 , ..., a k tels que a,x, + a 2 x 2 + 
... 4- a k x k = 0. 

1.5.4 Exemples 

Voici quelques cas ou la definition 1.5.2 s’applique directement. 

(1) Une famille reduite a un seul terme x est libre ou liee suivant que x est 
non nul ou nul. 

(2) Pour qu’un couple (x, y) soit lie, iliaut et il suffit que l’un des vecteurs 
x ou y soit multiple de l’autre. On remarquera que le couple (x, 0) est lie, mais que 
x n’est pas multiple de 0 si x ^ 0. 

(3) Si un des vecteurs x,, x 2 , ..., x k est nul, ces vecteurs sont lineairement 
dependants, car, en supposant x, = 0, nous voyons que la combinaison lineaire 
Ox, + ... + lx* + ... -t- Ox* est nulle sans etre triviale. 

(4) Si x, = x*pour un couple d’indices i et j diflerents, alors les vecteurs x,, 
x 2 , ..., x* sont lineairement dependants, car, etant admis par exemple que / < j, 
la combinaison lineaire Ox, + ... + lx, + ... + (— l)x y + ... + Ox* est nulle sans 
etre triviale. Cet exemple et le precedent se generalisent de la fa?on suivante: 

(5) Si les vecteurs x,, x 2 , ..., x* sont lineairement dependants, alors les 

vecteurs x„ ..., x*, x, le sont aussi, quels que soient x* + „ ..., x, (/ > k). 

En d’autres termes, toute famille finie de vecteurs admettant une sous-famille liee 
est elle-meme liee. 
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(6) Si les vecteurs x„ x 2 , .... x* sont lineairement independants, les vrcteurs 
x x ^ * (1 < /, < h < - < '/ < k ) le sont egalement. En d autres termes, 

Sute sous-famille"d’une famille libre est elle-meme libre. 

La proposition suivante generalise 1’exemple (2). 

1.5.5 Proposition. Caracterisation de la dependance lineaire 

Pour qu’me famille de vecteurs (x„ x 2 , ..., x*) (k > 1) soit liee. ilfaut et il 
sum qu’un vecteur x f soit combinaison lineaire des vecteurs x, avecj * «- 

Demonstration 

Si la famille (x„ x 2 , ..., x*) est liee, il existe des nombres non tous nuls a , 
a 2 , ..., a* tels que a,x, 4- a 2 x 2 + ... + o*x* = 0. En supposant a, non nul et 
resolvant par rapport a x„ nous obtenons 

x, = ^(-«,x, - «>, - - - 

ou l’accent circonflexe indique l’absence du terme d’indice i. Cela montre que x,. 

est combinaison lineaire des x ; avecy ^ i- 

Inversement, si x, = «,x, + ... + + - + “***' alors + 

(- l)x + + a*x* = 0, ce qui montre que la famille (x,, x 2 , .... x*) est nee, car 

au moins un coefficient de la combinaison lineaire est non nul. 

1.5.6 Proposition. Critere d’independance lineaire 

Pour qu’une famille de vecteurs (x„ x 2 , ..., x*) soit libre. il faut et il soffit 
qu’aucun vecteur x ne puisse s’ecrire de deux manieres sous la forme d une combtnat- 

son lineaire des vecteurs x,, x 2 , ..., x*. . 

Demonstration 

Supposons que la famille (x„ x 2 , .... x*) soit libre. S’il existait un vecteur x 
tel que 

x = a,x, + a 2 x 2 + ... + a*x* = a',x, + a' 2 x 2 + ... + a^x*, 
avec a, ^ a; pour au moins un indice r, la combinaison lineaire 
(a,' - a',)x, + (a 2 - a 2 )x 2 + ... + ( a k ~ a d x k 

serait nulle sans etre triviale, ce qui contredirait rhypothese. _ 

Reciproquement, supposons qu’aucun vecteur x ne p U1 sse etre eent de deux 
manieres sous la forme d’une combinaison lineaire des vecteurs x„ x 2 , ... x*. Alors, 
en particular, le vecteur nul nepourra l’Stre, autrement djt, la combinaison lineaire 
triviale est la seule combinaison lineaire des vecteurs x,, x 2 , .... x* qui s ann 
done la famille (x,, x 2 , ..., x*) est libre. / , . 
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1.6 BASES D’UN ESPACE VECTORIEL 


1.6.1 Introduction 

Les families generatrices libres jouent un role important en algebre lineaire. 
Elies seront etudiees dans la presente section et la suivante. 

Comme precedemment, £ designera un espace vectoriel. 


1.6.2 Bases d’un espace vectoriel 

On dit qu’une famille finie de vecteurs est une base de £ si elle est libre et 
engendre £. 

D’apres cette definition, toute famille libre (x„ x 2 , .... x k ) est une base du 
sous-espace vectoriel qu’elle engendre. 


1.6.3 Proposition 

Pour qu une famille de vecteurs (e„ e 2 e„) soil une base de E, il faut et il 

suffit que tout vecteur x de E s exprime de maniere unique sous la forme dune 
combination lineaire des vecteurs e,, c 2 , ...» e : 

X = x,e, + + ... + x.e,. (,. 9) 

L expression (1.9) est appel te decomposition de x suivant la base (e„ e 2 , ..., e„). 

Demonstration 

Par definition d’une base, les vecteurs e„ e 2 , .... e„ engendrent £, done tout 
vecteur x seent sous la forme (1.9). D’autre part, puisque e„ e 2 e sont 

ZTlTe" 1 lndependantS ’ la Composition (1.9) est unique, d’apres la proposi- 

.. R eciproquement, si tout vecteur x s’ecrit de maniere unique sous la forme 

A- ! Vecteurs e " e 2’ -• e » engendrent £ et, en outre, ils sont lineairement 
independants, encore d’apres la proposition 1.5.6, done (e„ e 2 , .... e„) est une base 


1.6.4 Composantes d’un vecteur 

Les coefficients x„ x 2 , ..., x„ de la decomposition d’un vecteur x suivant une 
Dase sont appeles composantes de x dans cette base. 

En presence d’une base, tout vecteur est done entierement determine par ses 
composantes. F 


Bases d'un espace vectoriel 
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1.6.5 Proposition 

Si X|, x 2 , ..., x„ sont les composantes de x et y t , y 2 , .... y„ celles de y, alors 
x, + y,, x 2 + y 2 , .... x„ + y„ sont les composantes de x + y et ax,, ax 2 , .... ax„ 
cedes de ax. 

En d’autres termes, additionner deux vecteurs revient a additionner leurs 
composantes et multiplier un vecteur par a revient a multiplier ses composantes 
par a. La base est done un outil de calcul important, car elle permet d’eflectuer 
les operations sur les vecteurs au moyen d’operations sur les nombres. 

1.6.6 Notation 

De toute evidence, les composantes d’un vecteur dependent du choix de la 
base, mais une fois que ce choix est fait, il n'y aura aucun danger d'ambigulte 
Iorsqu’on ecrira x(x,, x 2 , ..., xj pour exprimer que x,, x 2 , .... x„ sont les composan- 
tes de x. (Une ecriture mieux appropriee au cas ou des changements de base 
interviennent sera introduite dans 6.5.6.) 

1.6.7 Exemples 

(1) La donnee d’une base dans 'tf 0 equivaut a celle d’un systeme d’axes de 
reference d’origine O dans SL Les composantes d’un point de r f 0 sont, dans ce 
cas, les coordonnees de ce point par rapporf au systeme d’axes. 

(2) Deux (trois) vecteurs lineairement independants de V 2 ( K 3 ) forment une 

base. 

(3) Les vecteurs-colonnes de 1R" 



forment une base que Ton appelle base canonique de IR". Les composantes du 
vecteur-colonne ( a ,) dans cette base sont a t , a 2 , ..., a„. 

(4) Les polynomes p 0 , ..., p 4 definis dans (1.5) forment une base de l’espace 
vectoriel des polynomes de degre inferieur ou egal a 4. En effet, ils engendrent cet 
espace et, de plus, (Is sont lineairement independants, car la relation a 0 p 0 -f ... + 
a 4 p 4 = 0 implique a 0 p 0 (f,) + ... + a 4 p 4 (tj = 0 et done, par (1.6), a, = 0 pour 
i = 0, .... 4. D’apres (1.7), les composantes dans cette base d’un polynome p de 
degre inferieur ou egal a 4 sont p(/ 0 ), ..., p(r 4 ). 

(5) Les monomes p 0 , ..., p„ definis dans (1.8) forment une base de l’espace 
vectoriel des polynomes de degre inferieur ou egal a n. En effet, ils engendrent cet 
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1 espace et, en outre, ils sont lineairement independants, car ia relation a^Po + ... 

+ a„p„ = 0 s’ecrit aussi sous la forme a 0 + a,/ + ... + a„c" = 0 et implique done 
, {l a 0 = o, = ... = a„ = 0 (cf. exercice 1.12.5). Les composantes d’un polynome de 

; jj degre inferieur ou egal a n dans cette base sont les coefficients de ce polynome. 



1.7 DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL 


1.7.1 Introduction 

Au long de ce livre, nous nous occuperons principalement d’espaces vecto- 
riels admettant une base. Un des objectifs de cette section est de caracteriser ces 
espaces. 

Dans cette section, E designera encore un espace vectoriel. 

1.7.2 Dimension finie et infinie 

On dit que E est de dimension finie s’il est engendre par une famille finie de 
vecteurs. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie. 

1.7.3 Theoreme. Prolongement d’une famille fibre 

Soil (x,, x 2 , .... x*) une famille libre et (v,, v 2 , ..., v m ) une famille generatrice 
de E. Si (X|, x 2 , ..., x k ) n'est pas une base de E, on peut extraire une sous-famille (v (| , 
v i 2 > •••) V , / ) de (v,, v 2 , ..., vj de telle maniere que la famille (x, f .... x*, v (| , .... v i( ) soil 
une base de E. 

Demonstration 

Au moins un des vecteurs v, n’est pas combinaison lineaire des vecteurs x,, 
x 2 , ..., x*, sinon (x,, x 2 , ..., x k ) engendrerait £, en raison de 1.4.4, et serait done 
une base de E. Notons ce vecteur v^. La famille (x,, .... x t , v,^) est alors libre. En 
effet, la relation a,x, + ... + a k x k + /?,v ( = 0 implique d’abord ft = 0, autrement 
v j( serait combinaison lineaire des vecteurs x,, x 2 , .... x k , et ensuite a, = a 2 = ... 
= a k = 0, puisque les vecteurs x,, x 2 , .... x k sont lineairement independants. Si 
la famille (x,, ..., x k , v,- ) engendre E, elle est une base de E et le theoreme est alors 
demontre. Dans le cas contraire, le meme raisonnement nous assure de l’existence 
d’un vecteur v, 2 tel que (x,, .... x k , v 1( , v i2 ) est une famille libre. Si cette famille 
n’engendre pas E, le procede d’extraction de vecteurs v, de (v |; v 2 , ..., v ra ) se 
poursuit. Lorsqu’il s’arrete, nous aurons obtenu un prolongement de (x,, x 2 , ..., 
x k ) en une famille libre engendrant E , e’est-a-dire en une base de E. 


Dimension d’un espace vectoriel 
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1.7.4 Corollaire. Existence et extraction d’une base 

Tout espace vectoriel de dimension finie el non reduit au vecteur nul admet une 
base. Enfait. de toute famille generatrice dun tel espace on peut extraire une base. 

Demonstration 

Soil (v„ v 2 , .... vj une famille generatrice de E. Si E n’est pas reduit a {0}, 
au moins un vecteur v, n’est pas nul. Designons ce vecteur par x. Le corolla.it 
resulte alors du theoreme 1.7.3 applique aux families (x) et (v„ v 2 , ..., vj. 


1.7.5 Theoreme 

Si (Ch Cj e „) est une base de E, toute famille de vecteurs (x„ x 2 , .... x k ) dont 

le nombre de termes k est superieur a n est liee. 


Demonstration 

Nous raisonnons par l’absurde en supposant que la famille (x„ x 2 , .... x*) 
soit libre. Considerons la decomposition de x, suivant la base (e„ e 2 , .... e„). 


x, = a,e, + a 2 e 2 + ... + « n e„. 

Comme x, n’est pas nul, au moins un des coefficients a„ a 2 , .... a, n’est pas nul. 
Quitte a enumerer autrement les termes de la base, nous pouvons admettre que 
ce coefficient est a,. Dans ce cas. 



et done (x,, e 2 , ..., e„) est une famille generatrice de E, puisque le sous-espace 

vectoriel qu’elle engendre comprend les vecteurs e„ e 2 e„. Expnmons alors x 2 

sous la forme d’une combinaison lineaire de x,, e 2 , ..., e„: 

X 2 = /f,X, + ^ 2 e 2 + ... + Pn e n - 


Les coefficients /? 2 , .... ft ne sont pas tous nuls, sinon x, et x 2 seraient lineairement 
dependants. Sans restreindre la generalite, nous pouvons admettre que ft n est pas 
nul, ce qui nous permet d’ecrire 


* J t' + i x ‘ ~ 



et done de conclure que (x„ x 2 . e„ .... ej est une famille generatrice de E, puisque 
le sous-espace vectoriel qu’elle engendre comprend les vecteurs x„ e : , .... e La 
suite de la demonstration poursuit ce procede d’echange: e 3 , ..., e„ sont remp aces 

successivement par x 3 , .... x„. Le resultat montre que la famille (x„ x 2 x„) 

engendre E. Mais alors x k est combinaison lineaire des vecteurs x„ x 2 x„, ce 

qui contredit l’hypothese. en raison de la proposition 1.5.5. 
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1.7.6 Corollaire 

Si (e,, e 2 , .... e„) et (ej, e 2 , ..., e*) sont deux bases de E, alors n = k. 
Demonstration 

Du theoreme 1.7.5 nous deduisons que k s? n, ainsi que n < k, par un 
echange du role des deux bases. II s’ensuit que n = k. 


1.7.7 Dimension d’un espace vectoriel 

Au moyen des corollaires 1.7.4 et 1.7.6, il est maintenant possible d’attribuer 
une dimension a tout espace vectoriel de dimension finie. Soit E un tel espace. On 
appelle dimension de E le nombre de termes d’une quelconque de ses bases. Si E 
se reduit au seul vecteur nul, on dit que sa dimension est nulle. La dimension de 
E sera notee dim£. 



1.7.8 Exemples 

La dimension de V 2 est 2, celle de V 3 est 3 et celle de JR" est n. D’apres 
1 exemple (5) de 1.6.7, la dimension de l’espace vectoriel des polynomes de degre 
inferieur ou egal a n est n + 1. L’espace vectoriel de tous les polynomes et, par 
consequent, les espaces vectoriels C [ab] et C* (a b) sont de dimension infinie. En effet, 
ces espaces admettent des families libres arbitrairement grandes, par exemple (p 0 . 
Pi. — . P„). ou les p, sont les mondmes definis dans (1.8), n etant pris arbitrairement 
grand; par le theoreme 1.7.5, ces espaces n’admettent aucune base, done Ieur 
dimension est infinie, d’apres le corollaire 1.7.4. 


1.7.9 Proposition. Caracterisations d’une base 

Supposons que E soit de dimension finie non nulle n. 

(a) Toute famille litre a n termes est une base de E. 

(b) Toute famille generatrice a n termes est une base de E. 

Demonstration 

Assertion (a). Une famille fibre a n termes qui ne serait pas une base se 
prolongerait en une base, d’apres le theoreme 1.7.3, et la dimension de E serait 
alors superieure a n. 

Assertion (b). D’une famille generatrice a n termes qui ne serait pas une base 
on pourrait extraire une base, d’apres le corollaire 1.7.4, et la dimension de E serait 
alors inferieure a n. 
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1.7.10 Isomorphie de E et IR" 


Tout espace vectoriel E de dimension finie non nulle n peut etre mis en 
correspondance biunivoque avec R\ II sufTit de choisir une base de E et de faire 
correspondre a tout vecteur x de E le vecteur-colonne dont les termes sont les 
composantes de x dans la base choisie; 

E R" 

• ' 

*i 

* 2 


x(.T„ x 2 , ..., x„) 


( 1 . 11 ) 


D’apres la proposition 1.6.5, cette correspondance conserve les operations 
d’addition vectorielle et de multiplication par un scalaire; en d’autres termes, elle 
permet, comme nous l’avons deja fait remarquer, d’efTectuer les operations sur les 
vecteurs par des operations sur les nombres. On dit que E et R” sont isomorphes, 
ou que la correspondance est un isomorphisme (cf. 6.3.7). Evidemment, cet isomor- 
phisme depend de la base de E choisie. 

II importe de noter qu’un espace vectoriel E de dimension n n’admet, en 
general, aucune base privilegiee, contrairement a R"; par consequent, sauf si le 
choix d’une base de £ a ete fait, il faudra eviter de considerer £ et R" comme 
identiques. 


1.8 RETOUR AUX SOUS-ESPACES VECTORIELS, 
SOMMES DIRECTES 


1.8.1 Introduction 

Dans cette section, nous reprenons l’etude des sous-espaces vectoriels d’un 
espace vectoriel donne £ et introduisons les notions de rang d’une famille finie de 
vecteurs, ainsi que celle de somme directe de sous-espaces vectoriels. 


1.8.2 Rang d’une famille finie de vecteurs 

On appelle rang d’une famille finie de vecteurs la dimension du sous-espace 
vectoriel de £ qu’elle engendre. 


1.8.3 Proposition 

Le rang d’une famille de vecteurs (x,, x 2 , ..., x k ) est inferieur ou egal a k. Il 
est egal a k si et seulement si cette famille est libre. 
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Demonstration 

Ecartons le cas trivial ou le rang de la famille (x,, x 2 , x t ) est nul. D’apres 
le corollaire 1.7.4, on peut alors extraire de cette famille une base du sous-espace 
vectoriel qu’elle engendre. Le rang est done inferieur a/cou egal a k suivant que 
(X|, x 2 , ..., x k ) est une famille liee ou libre. 


1.8.4 Proposition. Comparaison de deux rangs 

Pour que le rang d’une famille de vecteurs (x,, x 2 , ..., x k ) soil egal au rang de 
la famille augmentee (x,, x 2 , .... x k , y), il faut et il suffit que le vecteur y soil 
combinaison lineaire des vecteurs x h x 2 , .... x k . 

Demonstration 

Notons S et Ties sous-espaces vectoriels engendres respectivement par (x,, 
x 2 , ..., x k ) et (x,, x 2 , .... x*, y). Si y est combinaison lineaire des vecteurs x,, x 2 , .... 
x k , alors S = T, done les deux rangs sont egaux. Reciproquement, supposons que 
les deux rangs soient egaux et montrons que 5 = T, ce qui nous permettra de 
conclure que y est combinaison lineaire des vecteurs x h x 2 , ..., x k . Si les deux rangs 
sont nuls, il est clair que S = T = {0}. Sinon, une base de 5 est egalement une 
base de T, puisque S est inclus dans T, ce qui entraine que S = T. 


1.8.5 Proposition. Sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel de dimension finie 

Si E est de dimension finie et S est un sous-espace vectoriel de E, alors S est 
de dimension finie et dimS ^ dim£. En outre, dimS = dim E si et seulement si 
S = E. 

Demonstration 

Designons la dimension de E par n et supposons que celle de S soit infinie 
ou finie et superieure a n. Par recurrence, nous allons demontrer 1’existence d'une 
famille libre (x,, x ; , .... x„ +1 ) de vecteurs de S, ce qui contredit le theoreme 1.7.5, 
vu la definition 1 .7.7. Comme S n’est pas de dimension nulle, il comprend au moins 
un vecteur non nul x,, done (x,) est une famille libre. Supposons que (x„ x 2 , ..., 
x k ) est une famille libre de vecteurs de S. Si k est inferieur ou egal a n, au moins 

un des vecteurs de S n’est pas combinaison lineaire de x,, x 2 x*, sinon S serait 

de dimension k, contrairement a l’hypothese. Designons ce vecteur par x k+l . En 
vertu de la proposition precedente, la famille (x,, x 2 , .... x t+1 ) de vecteurs de S est 
alors libre. 

Pour demontrer la seconde assertion, il suffit de poser T = E dans la 
derniere partie de la demonstration precedente. 
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1.8.6 Hyperplans vectoriels 

Si E est de dimension finie non nulle n, un sous-espace vectoriel de E de 
dimension n — 1 est appele hyperplan vectoriel. Par exemple, un hyperplan vecto- 
riel se reduit au vecteur nul si n = 1, est une droite vectorielle si n = 2, un plan 
vectoriel si n = 3. 


1.8.7 Sommes directes 

On dit que la somme S + T de deux sous-espaces vectoriels S et T de E est 
directe si £ n 7" = {0}. Dans ce cas, on la note S © T. 

Par exemple, si E est de dimension 2 et (e,, e 2 ) est une base de E, alors E 
= D t © D 2 , ou D , et D 2 sont les droites vectorielles engendrees respectivement 
par e, et e 2 . 

• Tout vecteur d’une somme directe 5 © T s’ecrit d’une seule maniere sous 
la forme s + t, ou s est un vecteur de S et t un vecteur de T. En effet, si 

s + t = u + v, 

ou s, u sont des vecteurs de S et t, v des vecteurs de T, alors 
s — u = v — t 

est un vecteur de S’ (1 T = {0}, done s — u = v — t = 0, ce qui entraine s = u 
et t = v. 

Inversement, si tout vecteur d’une somme S + T s’ecrit d’une seule maniere 
sous la forme s + t, ou s est un vecteur de 5 et t un vecteur de T, alors S (1 T = {0} 
et done S + T est une somme directe. En effet, un vecteur non nul u de S (1 T 
permettrait au vecteur nul d’avoir deux decompositions, a savoir 0 = 0 + 0 et 
0 = u + ( — u). 


1.8.8 Proposition. Existence d’un sous-espace complementaire 

Supposons que E soil de dimension finie. Pour tout sous-espace vectoriel S de 
E. il existe un sous-espace vectoriel T de E ( non unique ) tel que E soit somme directe 
de S et T. On dit que T est un sous-espace complementaire de S dans E. 

Demonstration 

Ecartons les cas triviaux ou 5 = {0} et S = E. Le sous-espace vectoriel S 

admet alors une base (e,, e 2 e k ), ou k est inferieur a la dimension n de E. Par 

le theoreme 1.7.3, cette base se prolonge en une base (e,, .... e*, e t+[ , ..., e„) de E. 
Soit T le sous-espace vectoriel engendre par la famille (e t+ ,, e t+2 , ..., ej. Si x = 
.v,e, + .v ; e, + ... -(- x n e„ est un vecteur quelconque de E, alors x = s + t, ou s = 
X|e, + x 2 e 2 + ... + x k e k est un vecteur de S’ et t = + x k+1 e k+2 + ... 
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+ x„e n est un vecteur de T. En outre, S ft T = {0} car aucun vecteur, excepte le 
vecteur nul, ne peut etre combinaison lineaire des vecteurs e,, e 2 , .... e t et des 
vecteurs e* +1 , e t+2 , .... e„. Nous en concluons que E = 5 © T. 

Par exemple, si S est un hyperplan, tout vecteur n’appartenant pas a S 
engendre une droite vectorielle D telle que E = S © D. 

1.8.9 Proposition. Dimension d’une somme directe 

Si E est somme directe de deux sous-espaces vectoriels S et T de dimension 
finie, alors E est de dimension finie et 

dim£ = dimS 4- dimT. (1.12) 

Demonstration 

Ecartons le cas trivial ou un des sous-espaces S et T se reduit a {0}. Soit (e,, 
e 2 , .... e k ) une base de S et (e i+t , e t+2 , ..., ej une base de T. II suffit de demontrer 
que (e,, ..., e*, e t+1 , .... ej est une base de E, ou, ce qui revient au meme, que tout 
vecteur de E s’ecrit de maniere unique sous la forme d’une combinaison lineaire 
des vecteurs e,, ..., e k , e t+1 , .... e„. Or, celaest immediat, car tout vecteur de £ s’ecrit 
de maniere unique sous la forme s + t, ou s est un vecteur de S et t un vecteur 


1.8.10 Extension 

On dit que la somme 5, + S 2 + ... + S k des sous-espaces vectoriels S,, S 2 , 
..., S k de E est directe si, pour i = 1, 2, ..., k, S, Cl T, = {0}, ou T i est la somme 
des Sj d'indice j different de i. On note cette somme directe S, © S 2 © ... © S k . 

De meme qu’en 1.8.7, on demontre qu’une somme 5, + S 2 + ... + S k est 
directe si et seulement si chacun de ses vecteurs s’ecrit d’une seule maniere sous 
la forme s, + Sj + ... + s t , ou s, est un vecteur de 5, pour i = 1, 2, ..., k. II est 
evident que cette condition est remplie si et seulement si la seule decomposition 
du vecteur nul est celle dans laquelle tous les s, sont nuls. 

Si les dimensions de 5,, S 2 , ..., S k sont finies, la relation (1.12) se generalise 
et devient 

dim(S| © S 2 © ... © S k ) = dimS, + dimS 2 + ... + dimS*. 


(1.13) 
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1.9 ESPACES AFFINES 


1.9.1 Introduction 

L’espace & de la geometrie elementaire est a la fois le modele usuel et la 
source de la notion d’espace affine que nous allons introduce. Cet espace ^ est 
associe a l’espace vectoriel geometrique V par la correspondance entre fleches et 
vecteurs etudiee dans la section 1.1. La definition suivante ne fait que mettre en 
evidence les traits dominants de cette correspondance. 


1.9.2 Espaces affines 

Soit % un ensemble non vide d’elements que nous appellerons points et 
designerons par les lettres P, Q, ... ; soit en outre E un espace vectoriel. Supposons 
qu’a tout couple de points (P, Q ) corresponde un vecteur note P( 5. On dit que 
(if est un espace affine A' espace directeur ou direction E si les conditions suivantes 
sont satisfaites: 

(a) Pour tout point P fixe, la correspondance entre couples (P, Q ) et vecteurs x 
est biunivoque, autrement dit, pour tout vecteur x il existe un point Q et un 
seul tel que x = P£5. 

(b) Pour tout triplet de points (P, Q, R), P(3 + 2^ = PR ( relation de Chasles). 


1.9.3 Notation 

Si P est un point et x un vecteur, pour exprimer que Q est l’unique point 
tel que x = P^J, nous ecrirons 

Q = P + x. (1.14) 

Bien qu’un peu abusive, cette ecriture est commode a l’usage et suggere bien 
le sens de l’operation qu’elle designe (fig. 1.11). 

Q = P + x 



On remarquera que 
P + (x + y) = (P + x) + y. 
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1.9.4 Dimension d’un espace affine 

On appelle dimension d’un espace affine la dimension de son espace direc- 

teur. 


1.9.5 Regies de calcul dans les espaces affines 

Les regies suivantes decoulent directement de la definition 1 .9.2. 

(1) Pour tout point P, Tp = 0. Cela resulte de la condition (b) appliquee 
au cas ou P = Q = R. 

(2) Si P<^ = 0, alors P = Q. Cela resulte de la condition (a), compte tenu 
de la regie (1). 

(3 ) ££$=- QP II suffit de poser R = P dans la condition (b). 

(4) Regie du parallelogramme. PF - Q Q' si et seulement si FQ' = TQ. 
En effet, d’apres la condition (b), TP + FQ' = TQ' = T@ + QQ' (fig. 1.12). 


F 



Q 

Fig. 1.12 


1.9.6 Vectorialise d’un espace affine 

Dans 1.3.2, nous avons montre comment l’espace & peut etre muni d’une 
structure d’espace vectoriel. Dans le cas general d’un espace affine df, le procede 
est le meme. On choisit un point quelconque O de F . La correspondance entre 
couples (O, P) et vecteurs de l’espace directeur E etant alors biunivoque (par (a)), 
tout comme celle entre couples (0. P) et points P, on definit l’addition de points 
et la multiplication d un point par un scalaire par les operations correspondantes 
sur les vecteurs de E. Muni de ces deux operations, F devient un espace vectoriel, 
appele vectorialise de d relativement a O. Nous designerons cet espace par d 0 
et appellerons O origine. 

Vu la maniere dont les operations ont ete definies, i! resulte que tf Q est 
isomorphe (cf. 1.7.10) a 1’espace directeur E: 

F 0 E 

P = O + x « x 


Espaces affines 


33 


Toutefois, cet isomorphisme depend du choix de l’origine O et en pratique cette 
origine est choisie sur la base de donnees inherentes aux problemes poses. Par 
exemple, si une transformation affine admet un point invariant, nous verrons qu’il 
y a avantage a choisir ce point comme origine. 



1.9.7 Exemples 

•v (1) II est dit dans 1.9.1 que l’espace r $ de la geometrie elementaire est un 

espace affine. En effet, sa direction est I’espace geometrique V et les conditions (a) 
et (b) de la definition 1 .9.2 sont satisfaites. II faut bien noter qu’au couple de points 
( P , Q) est associe le vecteur ~PQ et non pas la fleche PO . En fait, la fleche pouvant 
etre identifee au couple de points, nous voyons que ce que postule la definition 
\ 1.9.2 n’est rien d’autre qu'une forme abstraite de correspondance entre fleches et 
Ivecteurs. 

(2) Tout espace vectoriel E peut etre considere comme un espace affine de 
direction E lui-meme si au couple de vecteurs (x, y) est associe le vecteur y — x. 
En effet, les conditions (a) et (b) de la definition 1 .9.2 sont satisfaites. 

(3) Soit E un espace vectoriel, 5 un sous-espace vectoriel de E distinct de 
£ et x un vecteur de £. Nous designerons par x + S l’ensemble des vecteurs z de 
la forme x + y, ou y parcourt S. Si x n’appartient pas a S, x + S n’est pas un 
sous-espace vectoriel de £, car le vecteur nul n’appartient pas a x + S. Par contre, 
x + 5 devient un espace affine de direction S, lorsqu’on y introduit la correspon- 
dance entre couples et vecteurs definie dans 1’exemple (2). En effet, la difference 
de deux vecteurs de x + 5 est un vecteur de S et les conditions (a) et (b) de la 
definition 1.9.2 sont satisfaites. 

(4) Pour illustrer l’exemple (3), considerons le systeme d'equations lineaires 


3x, — 2x 2 + 4x 3 = 3 

-x, + x 2 - 5x y - -4. 


(1.15) 


Comme dans l’exemple (4) de 1.4.3, nous appellerons solution de ce systeme tout 
vecteur-colonne (xf) de 1R 3 dont les termes x®, x®, x® verifient les deux equations. 
Prenons une solution particuliere de ce systeme, par exemple 



Nous obtenons alors la solution generale en additionnant a cette solution particu- 
liere une solution quelconque du systeme (1.2) (cf. 3.5.5). En d’autres termes, 
l’ensemble des solutions de (1.15) s’ecrit sous la forme 


1 

2 + S, 

1 

oil S est le sous-espace vectoriel de IR 3 forme des solutions du systeme (1.2). 
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1.10 SOUS-ESPACES AFFINES, PARALLELISME 


1.10.1 Introduction 

L’exemple (3) de 1.9.7 et son illustration (4) nous suggerent la notion de 
sous-espace affine que nous allons introduire. Les sous-espaces afTines de l’espace 
affine 'if de la geometrie elementaire sont les points, les droites, les plans et :«? 
lui-meme. 

Dans ce qui suit, & designera un espace affine de direction E. 


1.10.2 Sous-espaces aflines 

On dit qu’un sous-enserable 9 de % est un sous-espace affine s’il existe un 
point P 0 de if et un sous-espace vectoriel S de E tels que 

9 = { P : T 0 ?eS} = {P: P = P 0 + x, xeS}. (1.16) 

En d’autres termes, 9 est un sous-espace affine si, pour un point P 0 de if, 
9 est un sous-espace vectoriel de <f P(i (fig. 1.13). 

On notera que 9 ainsi defini n’est pas vide, car il comprend au moins le 
point P 0 . 

Suivant l’exemple (3) de 1.9.7, nous designerons le dernier membre de (1.16) 
plus brievement par P 0 + S, ce qui nous permettra de considerer un sous-espace 
affine comme un sous-ensemble 9 de if de la forme 

9 = P 0 + S, (1.17) 

ou P 0 est un point de 9 et 5 un sous-espace vectoriel de E. 

On prendra garde a bien distinguer les differentes significations du signe -I- : 
addition dans E, «addition» d’un point et d’un vecteur, «addition» d’un point et 
d’un sous-espace vectoriel. 
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1.10.3 Proposition 

Soil 9 le sous-espace affine defini par P 0 et S. 

(a) Si P est un point quelconque de 9 alors 9 = P + S. 

(b) S = {x: x = P&, P, Q e 9}. 

Demonstration 

Assertion (a). Posons 9’ = P + S. II suffit de montrer que 9' est inclus 
dans 9, car l’argument symetrique nous foumira l’inclusion opposee et done la 
conclusion Sr = ST. Soil Q un point de ST, e’est-a-dire un point tel que JQ 
appartienne a S. Puisque P est un point de 9, P^P appartienta S. Mais J^Q = 
JTp + J$ t p ar ia condition (b) de la definition 1.9.2, done 7$ appartient aussi 

a S et, par consequent, Q est un point de 9. 

Assertion (b). En vertu de (a), pour tout couple (P, Q ) de points de 9, PQ 

est un vecteur de S. Reciproquement, si x est un vecteur de 5, choisissons un point 
quelconque P de 9 et posons g =_P + x. D’apres (a), Q est un point de 9, done 
x est bien un vecteur de la forme PQ , avec P et Q des points de 9. 


1.10.4 Espace directeur 

D’apres la proposition 1.10.3, le sous-espace affine 9 defini par (1.16) ne 
depend pas du choix de l’«origine» P 0 et determine le sous-espace vectoriel S. On 
dit que S est 1 'espace directeur ou la direction de 9. 


1.10.5 Sous-espaces affines comme espaces affines 

Soit 9 un sous-espace affine de $ de direction 5. A 1 aide de la proposition 
1.10.3, nous voyons que la correspondance heritee de % entre couples de points 
de 9 et vecteurs de 5 fait de 9 un espace affine dans le sens de la definition 1.9.2. 


1.10.6 Dimension d’un sous-espace affine 

On appelle dimension d’un sous-espace affine 9 de & la dimension de 9 
en tant qu’espace affine, e’est-a-dire la dimension de 1 espace directeur de 9. 


1.10.7 Intersection de sous-espaces affines 

Soit 9 el .9 deux sous-espaces affines de ff. Si 9 et 9 ont au moins un 
point commun P, leur intersection est un sous-espace affine de if de direction 
[’intersection de leurs directions. En effet, 9 0.9= {Q-TQeS} 0 {Q. PQe T} 
= {Q.7& e S 0 T}, oil S el T sont les directions respectives de y et de 9. 
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1.10.8 Sous-espaces affines engendres 

Soit y un sous-espace affine de d de direction S et P u P 2 , ..., P t des points 
de d. On appelle sous-espace affine engendre par y et /*,, P 2 , .... P t le plus petit 
sous-espace affine /'contenant y et comprenant P t , P 2 , .... £,. Si S admet une 
base (v h v 2 , .... v*), on voit aisement que la direction de y~ est le sous-espace 
vectoriel engendre par les vecteurs v,, v k , P 0 P t , ..., P 0 P t , ou P 0 est un point 
quelconque de./. Par exemple, le sous-espace affine de 9' engendre par une droite 
et un point est le plan passant par cette droite et ce point (suppose hors de la 
droite). 


1.10.9 Exemples 

(1) Comme deja annonce et illustre (fig. 1.13), les sous-espaces affines de 
ST sont les points, les droites, les plans et lui-meme. 

(2) L’espace affine / est un sous-espace affine de lui-meme. Pour s’en 
rendre compte, il suffit de mettre £ a la place de S dans (1.16). 

(3) Pour tout point P 0 de d, {P 0 } est un sous-espace affine. On voit cela en 
posant S = {0} dans (1.16). 

(4) Un sous-espace affine de dimension nulle se reduit a un seul point. Un 
sous-espace affine de dimension 1 est appele droite affine ou simplement droite', un 
de dimension 2 plan affine ou simplement plan. II est clair qu’une droite est 
determinee par deux de ses points et un plan par trois de ses points non alignes, 
c’est-a-dire n’appartenant pas a une meme droite. 


1.10.10 Hyperplans affines 

Si d est de dimension finie non nulle n, un sous-espace affine de d de 
dimension n — 1 est appele hyperplan affine ou simplement hyperplan. Un hyper- 
plan est done un sous-espace affine de direction un hyperplan vectoriel. Par 
exemple, un hyperplan est un point si n = 1 , une droite si n = 2 et un plan si n = 3. 


1.10.11 Parallelisme 

Soit y et / des sous-espaces affines de d de directions respectives £ et T. 
On dit que :j et /'sont parallels si 1’une des directions Sou I est incluse dans 
l’autre. Si S = T, on dit aussi que y et ./'sont parallels au sens etroit. 

On remarquera que ces deux notions de parallelisme s’equivalent lorsqu’el- 
les sont appliquees a des sous-espaces affines de meme dimension finie (en raison 
de la seconde partie de la proposition 1.8.5). En les appliquant au cas particulier 
de '6, nous retrouvons les notions usuelles de parallelisme entre droites, entre plans 
et entre droites et plans. 
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1.10.12 Deux resultats 

Formulees en termes de droites et de plans de ST, les deux assertions sui- 
vantes deviennent des enonces bien connus de la geometrie elementaire. 

(1) Generalisation du cinquieme postulat d'Euclide. Soit P un pointy e 

et </ un sous-espace affine de £ II existe un unique sous-espace affine / de ef 
parallele a y au sens etroit et comprenant P. En effet, ce sous-espace affine es 
tout simplement y ={<2:^6 S). ou S est la direction de St 

(2) Position relative de deux sous-espaces affines paralleles. Si deux sous- 
espaces affines sont paralleles, soit ils sont disjoints, soit l’un d’entre eux est tnclus 
dans l’autre. S’ils sont paralleles au sens etroit, soit ils sont disjoints, sou confon- 
dus. II suffit en effet de choisir comme point P 0 des representations (1.16) des deux 
sous-espaces affines un point de leur intersection (dans le cas ou celle-ci n est pas 
vide), pour que la conclusion decoule de la definition 1.10.1 1. 


1 1 1 REPERES, REPRESENTATION PARAMETRIQUE, 
GEOMETRIE ANALYTIQUE AFFINE 

1.11.1 Introduction 

Comme pour le choix d’une base dans un espace vectoriel, le choix d un 
repere dans un espace affine de dimension n permettra d’identifier cet espace a R" 
et, par ce moyen, de traiter les problemes geometriques par des calculs sur les 
coordonnees (geometrie analytique). 

Dans cette section, d designera un espace affine de dimension finie non nu e 
n et de direction £. 


1.11.2 Reperes 

On appelle repere de % tout ensemble (0; e„ e 2 e„) forme d’un point 

O, appele origine, et d’une base (e,, e 2 , .... e„) de £. 


1.11.3 Remarque 

On peut concevoir unrepere sous la forme d’une famille de points (O' £„ 
p 2 P n ) telle que (OP„ OP 2 , .... OP„) est une base de £. 


1.11.4 Coordonnees 

On appelle coordonnees cartesiennes ou simplement coordonnees d’un point 
p dans un repere (Or ... e, «J les composan.es du .ec.eur O? dans la base 

(e,. e, e„). 
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Si x„ x 2 , .... x„ sont les coordonnees d’un point P et y„ y 2 , .... y n celles d’un 

point Q, les composantes du vecteur 7(5 = 0(5 - OP sonty, - x„ y 2 - x 2 

y , , — x„. Inversement, si x„ x 2 x n sont les coordonnees d’un point P et z,, z 2 , 

.... z„ les composantes d’un vecteur z, les coordonnees du point Q = P + z sont 
■*1 + *i» x 2 + z 2 < — . x n + z „. car ^ et Q sont lies par la relation ~P%) = ~0Q — OP 
= z. 

Par la suite, un point P defini par ses coordonnees x„ x 2 , .... x„ sera designe 
par P(x„ x 2 , .... x„). 

1.11.5 Representation parametrique d’un sous-espace affine 

Soit PP un sous-espace affine de P de direction 5 et de dimension non nulle 
k. Soit en outre P 0 un point de SP et (v,, v 2 , ..., v t ) une base de S. D’apres (a) de 
la proposition 1.10.3, un point P appartient a SP si et seulement si P = P 0 + x, 
ou x est un vecteur de 5, c’est-a-dire un vecteur de la forme a,V| + a 2 v 2 + ... + 
a t v t . II s’ensuit que J/ est I’ensemble des points P satisfaisant a la relation 

P = P 0 + ct,v, -(- a 2 v 2 + ... + a k \ k , (1.18) 

ou o„ o 2 , .... a k sont des variables parcourant R. Cette relation est appelee 
representation parametrique de SP. Les vecteurs v,, v 2 , .... v t sont appeles vecteurs 
directeurs de SP et les variables o,, a 2 , ..., tx k parametres de la representation. On 
notera que le nombre de parametres est egal a la dimension de PP (fig. 1.14). 



Fig. 1.14 


1.11.6 Equations parametriques 

Supposons maintenant que if soit muni d’un repere (0; e„ e 2 , .... ej. En 
designant par x t , x 2 , ..., x„ et x®, x 2 , ..., x°„ les coordonnees respectives de P et P 0 
et par v u , v 2h ..., v ni les composantes de v,, nous voyons que la relation (1.18) s’ecrit, 
de maniere equivalente, sous la forme 

x \ = X< 1 + Oil’ll + o 2 i)| 2 + ... + a k v lk 

x 2 = x 2 + a,v 2 , + + ... + a k v u (1 19) 

x n = x °n + “I",. + a 2 l)„ 2 + ... + 0t k v^. 

Ces equations sont appelees equations parametriques de '/. 




Reperes. representation parametrique, geometric analytique affine 


39 


1.11.7 Cas particulars 

Une droite est determinee par un de ses points et un vecteur directeur, un 
plan par un de ses points et deux vecteurs directeurs. 

Droite: Plan: 


Representation 

parametrique: P = P 0 + ov P = P 0 + a,v, + a 2 v 2 

Equations x, = x® + ap, x, = x® + a|i> M + a 2 P|2 

parametriques x 2 = x® + op 2 x 2 = x^ +• o,p 2 i + a 2 v n 

dans le cas n = 3: x 3 = x° + av 3 x 3 = x® + a,p 3 | + a 2 v ]2 . 


(1.20) 


1.11.8 Equation cartesienne d’un hyperplan 

Supposons que n soit superieur a 1. Si k = n — 1, les equations parametri- 
ques (1.19) sont celles d’un hyperplan. Par le precede d’elimination (cf. exemple 
(2) de 3.1.6), n - 1 equations peuvent etre utilisees pour eliminer les n - I para- 
metres o,, o 2 , .... o„_, de l’equation restante. Le resultat sera une relation lineaire 
entre les coordonnees x„ x 2 , ..., x„, plus exactement une equation de la forme 

v,x, + V2X 2 + ... + v„x,, = 3, (1-21) 

ou v 2 , .... v„ sont des nombres non tous nuls et 6 est un nombre pouvant 
s’annuler, auquel cas l’hyperplan passe par l’origine O. Cette equation est appelee 
equation cartesienne ou simplement equation de I'hyperplan. Les coordonnees d un 
point P satisfont a (1.21) si et seulement si P appartient a I’hyperplan. 

Reciproquement, toute equation de la forme (1.21) est 1 equation dun 
hyperplan, a condition, bien entendu, que les coefficients Vj, v 2 , ..., v n ne soient pas 
tous nuls. En effet, si par exemple v„ est non nul, les solutions de (1.21) peuvent 
etre ecrites sous la forme 


x, = a, 
x 2 = a 2 



ou <*!, a 2 , ..., a„_ 1 sont des variables parcourant R. Ces equations sont de la forme 
(1.19) et representent done un hyperplan. 

Dans le cas particular ou n = 2, 

v,x, + V2X2 = 3 

est l’equation cartesienne d’une droite et dans celui ou n = 3, 
v,x, + V2X2 + V3X3 = 3 
est 1’eauation cartesienne d’un olan. 
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1.11.9 Problemes de geometrie analytique affine 

La geometrie analytique affine traite les problemes de la geometrie affine 
(parallelisme, incidence, ...) par des calculs dans IR". Voici quelques problemes 
resolus. 

U 1) VTrouverjjes equations parametriques du sous-espace affine engendre par 
les pomtO’sftrOTL - 1), />,(- 1, 2. 0, 3), P 2 (0, 0, -1,2), P 3 (-3, 5, 1,2). 

Solution. Trois vecteurs directeurs de ce sous-espace affine sont 


v, = />„/>,(- 2,2, -3,4) ( 
v 2 = />„/>,(- 1, 0, -4, 3) r 
v 3 = P 0 P j(— 4, 5, -2, 3) . f 


Ses equations parametriques sont done 

x, = 1 — 2a, — a 2 — 4a 3 ^ 

x 2 = 2a, + 5a 3 ^ 

x 3 = 3 — 3a, — 4a 2 — 2a 3 / 

x 4 = — 1 + 4a, + 3a ; + 3a 3 ./ 


2]yTrouverTintersection des deux plans dequations parametriques 


X, = 

1 + 


+ 2a 2 ( 

*1 = 

1 - a', 

s 

-^2 = 

1 - 


+ 

a, < 

*2 = 

1 + a; 

+ a; * 

*3 = 

-1 + 

2a, 

- 

a 2 ' 

*3 = ~ 

1 

+ 2a; " 

x 4 = 

-2 + 


+ 

a 2 ' ' 

x 4 = - 

•2 + 2a', 

+ 3 «2 • / 


/ Solution. Deux vecteurs directeurs du premier plan sont v^-1, - 1, 2, 1) et 
n 2 (2, 1, - 1, 1), deux du deuxieme v',(— 1,1,0, 2)'et v 2 (0, 1, 2, 3)(Ces quatre vec- 
teurs sont lineairement independants, done aucun vecteur, sauf le vecteur nul, ne / 
peut etre en memo temps combinaison lineaire de v, et v 2 et de vj et v 2 . Cela entraine ' 
que I’intersection des deux espaces directeurs est {0}. D’autre part, en posant a, 

= a 2 = aj = a 2 = 0 dans les equations parametriques, nous voyons que le point y' 
P 0 (\. L — 1, —2) appartient aux deux plans. Nous en concluons que 1’intersection 
cherchee se reduit au point P 0 . 

(3) Deux droites 3 et 3 ' sont donnees par leurs equations parametriques 

y x I = -} - 2a x, = a' 

*2 = i + 3a x 2 = — 1 + 2a' 

.t 3 = 6a , Xj = 4 + a'. 

Determiner les equations parametriques de la droite passant par le point 
/•od, 1. - 1) et rencontrant [/> et i/' '. 

Solution. Les points d'intersection P de V et la droite cherchee et F de 
’ et cette meme droite satisfont a la relation py = /JP 0 P\ ou p est un nombre 
inconnu non nul. En composantes cette relation s’exprime par les trois equations 


Excrciccs 
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-i- 2a = /?(-l + a') 
i + 3a = /?(— 2 + 2a') 

• 1 + 6a = A 5 + a') . 

En multipliant la deuxieme equation par 2 et en la soustrayant de la troisieme, nous 
obtenons aussitot a' = 3, ce qui nous permet de calculer les coordonnees de F , 
a savoir 3, 5, 7. En prenant alors pour vecteur directeur de la droite cherchee le 
vecteur iP 0 F, nous voyons que les equations parametriques de celle-ci s’ecrivent 

x, = 1 + a 

x 2 = 1 + 2a 

x 3 = - 1 + 4a . 

Une autre maniere de resoudre ce probleme consiste a calculer l’intersection 
des deux plans definis par P 0 et chacune des deux droites 3 et 9 '. 

(4) Determiner la projection du point P( 1, —3, —2, 1) sur 1 hyperplan 
d’equation 

x, - x 2 + 3x 3 - 4x 4 = 4, 

parallelement a une droite de vecteur directeur v(l, 4, 3, - 1). 

Solution. Les equations parametriques de la droite passant par P de vecteur 
directeur v sont 


x, = 1 + a 

x 2 = — 3 + 4a 
x 3 = —2 -I- 3a 
x 4 = 1 - a . 

La projection cherchee est le point d’intersection de cette droite et l’hyperplan 
donne. Ses coordonnees s’obtiennent en determinant la valeur de a pour laquelle 
les seconds membres des equations parametriques verifient l’equation cartesienne 
de I’hyperplan. Cette valeur est a = 1, done les coordonnees de la projection de 
P sont 2, 1, 1, 0. 


1.12 EXERCICES 


1.12.1 Montrer que les vecteurs-colonnes 

'll [-1] [ll [i 
0 , 1 , 1,1 
! 1J [oj (l 
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engendrent 1R 3 et exprimer le vecteur-colonne 
lineaire de ces vecteurs 



comme combinaison 


1.12.2 Montrer que toute fonction de la forme f(r) = a sin (A/ + fi) (a, 2 > 
0, n e [0, In)) est combinaison lineaire des fonctions s (/) = sin (A/) et c(r) = cos(^./) 
et, inversement, que toute combinaison lineaire de s et c est une fonction de la 
meme forme que f. 


1.12.3 Exprimer le polynome p(r) = 1 + t 4 sous la forme d’une combinai- 
son lineaire des polynomes p 0 , p,, p 2 , p 3 et p 4 definis dans (1.5). 


1.12.4 Demontrer que les vecteurs-colonnes 


• 


V 


Cl 1 



0 


b 2 


<^2 



0 

» 

0 

’ 

<•3 

» 


0 


0 


0 


d* 


sont lineairement independants si et seulement si a,, b 2 , c 3 et d 4 sont differents de 0. 


1.12.5 En derivant n fois la relation a 0 + a,f + ... + a„t" = 0, montrer que 
les monomes p 0 , p,, .... p„ definis dans (1.8) sont lineairement independants. 


1.12.6 Montrer que les fonctions f,(/) = 1, f 2 (r) = e' et f 3 (t) = e 2 ' sont 

lineairement independantes. .. ^ ^ ii \ t \) , £* > O 

-s, oi < >=>. 

1.12.7 Soit (X|, x 2 . .... x t ) une famille fibre de vecteurs d’un espace vectoriel 
E. Soit (y ,, v 2 , .... y k ) une deuxieme famille de vecteurs de E. On suppose que 

chaque vecteur x, soit combinaison lineaire des vecteurs y ,, y 2 y k . Montrer que 

la famille (y,, y 2 , .... y k ) est fibre. 


1.12.8 Soit (e,, e 2 , e 3 , e 4 ) une base d’un espace vectoriel E de dimension 4. 

(a) Montrer que les vecteurs v, = e, + e 2 4- e 4 , v 2 = e, - e 2 + e 3 - 2e 4 et 
v 3 = — e, + e 2 — e 3 + e 4 sont lineairement independants. 

(b) Prolonger la famille (v,, v 2 , v 3 ) en une base de E. 
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1.12.9 Soit (e,, ej une base d’un espace vectoriel E de dimension 2. Montrer 
que les families de vecteurs (e, + e 2 , e,), (e, + e 2 , e, — ej) et (e, , e 2 + ae t ) (a etant 
un nombre arbitrage) sont des bases de E. Calculer, en outre, les composantes de 
e, et e 2 dans chacune de ces bases. 


1.12.10 Dans chacun des cas suivants, dire si la famille (f,. f 2 , f 3 ) est une base 
de l’espace vectoriel des polynomes de degre inferieur ou egal a 2. Si oui, trouver 
les composantes dans cette base des monomes p 0 (/) = 1, p,(/) = t et p 2 (r) = r 2 . 

(a) f,(r) s 1 + r 2 , f 2 (0 = 2 — 1 + 1*, f 3 (/) = -6 + 3/ - 3 r. 

(b) f,(/) =1+2 / + r 2 , f,(r) s 1-2 1 + t 2 , f j(/) = /. 

(c) f,(0 s /, f 2 (/) = t + t 2 , f 3 (0 = 1+1 + 1 *. 


1.12.11 Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de 

IR 5 ? 

{(a): a, = 0}, {(a^): a 2 = l}, {(a^): 2 a, - a 4 = 0}, {(a^ a,a 4 = a } ), 

{(a): a, rationnel}. 


1.12.12 Soit (e,, e 2 , ..., e 6 ) une base d’un espace vectoriel E de dimension 6. 
Soit S le sous-espace vectoriel de E engendre par les vecteurs e, — e 2 , e 3 + e 4 et 
e 5 + e 6 . Quelles conditions doivent satisfaire les composantes d’un vecteur x de 
E pour qu’il appartienne a 5? 


1.12.13 Soit E un espace vectoriel de dimension 4, muni d’une base (e,, e 2 , 

e 3> O- 

(a) Montrer que l’ensemble S des vecteurs x de E dont les composantes .t,, .x 2 , x 3 , 
x 4 satisfont a la condition x, — 2.x, + x 3 — .x 4 = 0 est un hyperplan vectoriel. 

(b) Exhiber une base de S. 

(c) Trouver un sous-espace complementaire de 5 dans E. 


1.12.14 Soit S el T deux sous-espaces vectoriels .d’un espace vectoriel E. 

(a) Demontrer que la somme S + T et 1’intersection SOT sont des sous-espaces 
vectoriels de E. 

(b) Demontrer que S + T est l’intersection de tous les sous-espaces vectoriels U 
de E tels que U => SU T. 
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1.12.15 Soit S et T !es sous-espaces vectoriels de R 4 engendres par les 
families respectives 



Determiner les dimensions de 5 et de T, ainsi que celles de S' + T et de S fl T. 

1.12.16 Soit S, T et U trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. 

(a) Montrer que S + (TO U) c (S 4- 7) fl (S + U). 

(b) Montrer que si S c 7, les deux membres de l’inclusion sont egaux. 

(c) Trouver un exemple montrant que l’egalite n’est generalement pas vraie. 

1.12.17 Soit S et T deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un 
espace vectoriel £. Montrer que 

dim(S + T) + dim(Sn T) = dimS + dim T. 

En deduire la relation (1.12). 


Exercices sur les espaces affines 


1.12.18 Soit J f l’hyperplan d’equation 3x, — x, + x 3 — 2x 4 = 1 et & le 


lieu geometrique defini par les equations 





(a) Montrer que 'J est une droite et ecrire ses equations parametriques. 

(b) Calculer les coordonnees du point d'intersection de 'J et y. 


' 1.12.19 Determiner la projection parallelement a une droite de vecteur 
directeurv(— 1, 2, 1, 2, — 2) de la droite d’equations x, — 2 = + * = X — $ _ 

v 2 x- J 

— — j— = — sur l’hyperplan d’equation 2.x, + 3.x, - x, = 2. 


1.12.20 Dans chacun des cas suivants, etudier la position relative des sous- 
espaces affines SP et 

( a ) / est 1’hyperplan d’equation x, - ,x 2 + ,x 4 = 1 et .y"le plan passant par les 
points £,(1,1,2, 2), P 2 ( 2, 2, 4, 2) et P 3 (I, 3, 1,4). 

(b) x et f sont les plans d’equations parametriques respectives 
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x, = 1 + a, - a 2 x, = 2 — cc\ — aj 

x 2 = 2 + a, + a, x 2 = 3 + a\ - a' 2 

x 3 = -3 + a, - a 2 x 3 = -2 + aj + a 2 

x 4 = 1 + a, + a 2 , x 4 — 4 - a\ + a 2 . 

( c).y est l’hyperplan d’equation 3x, — x, -I- 2x 4 = 2 et JHa droite passant par 
le point £ 0 (1, 5, 3, 1) et de vecteur directeur v(l, 0, 1,— 1). 

(d yy est 1’hyperplan d’equation x, — 3x 2 -I- x 4 = 3 et J^le plan passant par le 
point £ 0 ( 1, 0, 3,-2) et de vecteurs directeurs v,(— 1, 0, 1, 1) et v 2 (l, 1, -2, 1). 
(e)jE est l’hyperplan d’equation x, — 3x, + x 3 — 2x 4 = 4 et JT l’hyperplan 
d’equations parametriques 


JC) = 

1 + O, 

— 2a 2 -|- 2a- 

II 

1 + a. 

+ a 2 + a : 

II 

H 

2 

— a 2 — a ; 

*4 = 

-2 -a, 

— 3a 2 — a ; 


1.12.21 Soit <f Q le vectorialise relativement a une origine O d’un espace 
affine W de dimension finie superieure a 1 ou infinie. Etudier le lieu geometrique 
des points de la forme (a — P)P + pQ, ou P et Q sont des points distincts de (f 0 , 
a e (— oo, 1] et fie R. 


1.12.22 Soit <c 0 le vectorialise relativement a une origine O d’un espace 
affine % de dimension 3. Soit £,. £,, P } et P t quatre points n’appartenant pas a 
un meme plan. Montrer que l’ensemble des combinaisons convexes de £,, P 2 , £ 3 
et P t est !e tetraedre dont les sommets sont ces quatre points. 


1.12.23 Soit zf un espace affine muni d’une origine O. Soit (£,, P 2 , ..., P k ) 

une famille de points de If et (a,, a 2 a k ) une famille de nombres telle que o 

= a, + a, + ... + a t ^ 0. On appelle le point G de defini par la relation 

= -(a, OP, + a 2 OP 2 -(- ... + a k OP k ) barycentre des points P,, P,, ..., P k affectes 
ot 

des coefficients respectifs a,, a 2 , ..., a k . Lorsque a, = a 2 = ... = a k = p on 
appelle G centre de gravite des points P,, P 2 , ..., P k . 

(a) Montrer que la definition de G ne depend pas du choix de l’origine O. 

(b) Situer le centre de gravite des sommets d’un triangle. 


( ) 

( ) 
( ) 
( ) 
( 1 
( > 
( > 
( 

( 

( I 

( 

( 

( 

( 

( 

'( 

X 

(. 

c 

( 

( 

c 

( 

.( 

( : 
C ' 
( 

( 

( 

( 

( 

( 

c 



46 


Espaces vectoriels et espaces affines 


1.12.24 Suite de Texercice precedent. Soit N { , N 2 , ..., N t les ensembles d’une 
partition de {l, 2, k}. Pour i = 1, 2, /, on suppose que A = soit non 

jeNi 

nul et on designe par G, le barycentre des points Pj avec j e N lt affectes des 
coefficients a.. 

(a) Montrer que G (defini dans l’exercice precedent) est le barycentre des points 
G|, G 2 , G, affectes des coefficients respectifs /?,, A> A- 

(b) A l’aide de (a), situer le centre de gravite des sommets d’un tetraedre. 


1.12.25 Soit SP, S' et SP" trois hyperplans paralleles d’un espace affine de 
dimension finie superieure a 1. Soit en outre S> 2 , ... des droites du meme 
espace, non paralleles a S. On designe par P it P[ et P ” les points d’intersection 
respectifs de SP, S', S" et Z8- x . Montrer que P,pf = <xP~P], avec a independant 
de i ( theoreme de Thales). 


1 


1 



Chapitre 2 


Espaces vectoriels euclidiens 
et espaces affines euclidiens 


2.1 PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE VECTORIEL 
GEOMETRIQUE 


2.1.1 Introduction 

Dans le present chapitre, nous etudierons les notions qui derivent de la 
donnee d’une nouvelle operation sur les vecteurs, celle de produit scalaire. II s’agit 
de notions metriques telles que la norme ou l’orthogonalite. Dans l'espace vectoriel 
geometrique V, on peut definir un produit scalaire en partant des idees de longueur 
et d’angle. Muni de ce produit scalaire, V devient un exemple de ce que nous 
appcllerons espace vectoriel euclidien (cf. definition 2.2.3). 

Tout au long de cette section, les vecteurs seront les elements de V. 


2.1.2 Longueur, angle 

En choisissant une unite de longueur, nous pouvons mesurer l’intensite de 
chaque fleche, autrement dit, determiner sa longueur. Nous pouvons aussi mesurer 
l’ecart angulaire de deux fleches quelconques d’origine commune (non necessaire- 
ment distinctes) en prenant comme unite de mesure par exempie le radian. La 
mesure de cet ecart est alors un nombre compris entre 0 et n, appele angle des deux 
fleches. Si les deux fleches ont meme direction et meme sens, leur angle est nul et 
si elles ont meme direction et sens oppose, ce meme angle est it. 


2.1.3 Norme, angle de deux vecteurs 

Les fleches representatives d’un meme vecteur x ont toutes la meme lon- 
gueur. Nous designerons cette longueur par || x || et l’appellerons norme de x. II 
est clair qu’un vecteur est nul si et seulement si sa norme est nulie. Nous dirons 

qu’un vecteur est unitaire si sa norme est 1 . Si x est un vecteur non nul, x est 

II x II 

un vecteur unitaire, puisque la norme de ax est |a| || x ||. 

Nous appellerons angle des vecteurs non nuls x et y Tangle de deux fleches 
d’origine commune representant Tune x et I’autre y. 
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2.1.4 Produit scalaire 

On appelle produit scalaire des vecteurs non nuls x et y le nombre 

II x || || y ||cos0, (2.1) 

ou 9 est Tangle de x et y. Si x ou y sont nuls, le produit scalaire est nul par 
convention. 

Nous noterons le produit scalaire de x et y par (x | y). D’autres symboles 
couramment utilises sont (x, y), <x, y>, x-y. 

On remarquera que (x | x) = || x || 2 . 


2.1.5 Orthogonalite 

On dit que des vecteurs x et y sont orthogonaux s’ils sont non nuls et leur 
angle est j, ou si Tun d’entre eux est nul. 

En vertu de la definition 2.1.4, x et y sont done orthogonaux si et seulement 
si (x | y) = 0. 


2.1.6 Projection orthogonale 

La projection orthogonale d’un vecteur non nul x sur la droite vectorielle 
engendree par un vecteur non nul v est le vecteur 

|| x || cos9( — - — v), 

II v || 

ou 9 est Tangle de x et v. Nous la noterons proj T x et 1'appellerons aussi projection 
orthogonale de x sur v (fig. 2.1). 
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Cette expression vaut egalement dans le cas ou x est nul, a condition d’admettre 
que la projection orthogonale du vecteur nul est le vecteur nul. La norme de proj,x 
s’ecrit 


Si v est unitaire, (2.2) et (2.3) se simplifient et deviennent 

proj T x = (x | v)v, || proj,x || = |(x | v)| . (2.4) 

Par des considerations geometriques elementaires, il est facile de se rendre 
compte que 

proj,(x + y) = proj T x + proj,y, proj r ax = aproj,x. (2.5) 


2.1.7 Proprietes 

Le produit scalaire jouit de trois proprietes qui constitueront le point de 
depart d’une formulation abstraite de cette operation. Les voici: 

(a) (x | y) = (y | x). 

(b) (ax + I z) = a(x | z) + )?(y | z). 

(c) (x | x) > 0 si x ^ 0. 

La seule qui demande une verification est la deuxieme. Si z est nul, les trois 
produits scalaires sont nuls et Tegalite est vraie. Si z n’est pas nul, 

proj,(ax + fly) = aproj z x 4- ^proj.y, 

d’apres (2.5), ce qui entraine. grace a (2.2), 

(ax + /?y | z) (x | z) , c (y|z)_ 

z = a z + p-— — z, 

(z I z) (z I z) (z I z) 

d’ou la propriete (b) s’ensuit. 


2.1.8 Bases orthonormales 

Une base (e„ e 2 , c 3 ) de V est dite orthonormale si les vecteurs e„ e 2 , e 3 sont 
orthogonaux deux a deux et unitaires. 


2.1.9 Decomposition suivant une base orthonormale 

Par le raisonnement geometrique, on voit facilement que chaque vecteur est 
la somme de ses projections orthogonales sur les vecteurs d’une base orthonor- 
male, jajrement dit, si (e„ e 2 , e 3 ) est une base orthonormale, 


x = (x | e,)e, + (x | ejje, + (x | e 3 )e 3 . 
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Cette decomposition s’obtient egalement par (b) de 2.1.7. En effet, x,, x 2 , x 3 
etant les composantes de x, 

(x | e,) = (x,e, + x 2 e 2 + x 3 e 3 1 e,) = x,(e, | e,) + x 2 (e 2 1 e,) + x 3 (e 3 1 e,) = x„ 
puisque (e, | e,) = 1 et (e 2 1 e,) = (e 3 1 e,) = 0; de meme, 

(x | e 2 ) = x 2 , (x | e 3 ) = x 3 , 
d’ou la decomposition. 


2.1.10 Produit scalaire en fonction des composantes 

Soit x„ x 2 , x 3 et y,, y 2 , y 3 les composantes respectives des vecteurs x et y dans 
une base orthonormale (e h e 2 , e 3 ). Grace a (a) et (b) de 2.1.7, le produit scalaire 

(x | y) = (x,e, + x 2 e 2 + x 3 e 3 1 y,e, 4- y 2 e 2 + y 3 e 3 ) 

se developpe en une somme de neuf termes de la forme xy J (e i | e y ); or, par l’ortho- 
normalite de la base, (e, | e ; ) est nul si i # j et vaut 1 si i = j, ce qui entraine 

(x | y) = x,y, + Xiv, + Xjy 3 . 


2.2 ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS 


2.2.1 Introduction 

Le produit scalaire dans V a ete defini au moyen des notions de norme et 
d'angle. II jouit des proprietes (a), (b) et (c) (mises en evidence dans 2.1.7) qui en 
resument les caracteres. Pour etendre la notion de produit scalaire aux espaces 
vectoriels abstraits, nous suivrons le procede inverse; plus exactement, nous 
admettrons les trois proprietes comme donnees de depart, en deduirons les notions 
de norme, d’orthogonalite et d’angle et aboutirons a un certain nombre de resultats 
applicables a des situations les plus variees, notamment aux espaces vectoriels 
fonctionnels. La geometrie aura ainsi laisse la place a l’algebre, en demeurant 
toutefois l’inspiratrice des idees et des methodes utilisees. 


2.2.2 Produit scalaire 

Soit E un espace vectoriel. On appelle produit scalaire dans E toute opera- 
tion qui fait correspondre a chaque couple (x, y) de vecteurs de E un nombre, note 
(x | y) et appele produit scalaire de x et y, satisfaisant aux conditions suivantes: 
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(a) (x | y) = (y | x) (symetrie ou commutativite). 

(b) (ax + fiy\z) = a(x \ 7.) + P ( y | z) (linearite). 

(c) (x | x) > 0 si x # 0 (positivite). 


2.2.3 Espaces vectoriels euclidiens 

On appelle espace vectoriel euclidien tout espace vectoriel muni d’un produit 
scalaire. 

II est clair que tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien £ 
devient lui-meme un espace vectoriel euclidien s’il est muni du produit scalaire 
herite de E. 


2.2.4 Remarques 

I 

(1) La condition (b) exprime la linearite a gauche du produit scalaire 
(cf. 6.2.2). La linearite a droite decoule de l’union de (a) et (b): 

(x | £y + yz) = P(x | y) + y(x | z). ^ 

(2) En posant a = p = 0 dans (b), ou P = y = 0 ci-dessus, nous voyons 
que le produit scalaire (x | y) est nul si x ou y sont nuls. 

(3) La linearite a gauche et a droite du produit scalaire s’etend par recur- 
rence aux combinaisons lineaires de plus de deux termes. 


2.2.5 Norme d’un vecteur 

Soit E un espace vectoriel euclidien. On appelle norme d’un vecteur x de £, 
et 1’on note H x ||, le nombre J(x \ x). 

En vertu de la condition (c), la norme || x || est positive si x est non nul; 
d’apres (2) de 2.2.4, elle est nulle si x est nul. 

On remarquera que x/(ax | ax) = sja 2 (x \ x) = | a | V( x I ce niontre 

que 

||ax || = |ot||| x ||. (2.7) 

On dit qu’un vecteur est unitaire si sa norme est 1. D’apres (2.7), si x est 
, 1 

non nul, x est un vecteur unitaire. 

II * II 


2.2.6 Exemples 

(1) Vu les proprietes 2.1.7, l’operation definie dans 2.1.4 est un produit 
scalaire dans V conforme a la definition 2.2.2. 
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(2) L’operation (-J-) definie par la formule 


( I ) = *i*i + * 2*2 + ... + a„b n 


est un produit scalaire dans IR" que Ton appelle produit scalaire canonique. 

Par la suite, sauf mention explicite du contraire, IR" sera considere comme 
muni de ce produit scalaire. 

Deux autres exemples de produits scalaires dans IR 3 sont definis par les 
formules 


( a 2 | b 2 ) = 2a l b l + 3a 2 b 2 + 4 a 2 b 2 , 

a .l| 1*3 


( a 2 | b 2 ) = 7a,6| 4- 2 a l b 2 + 2a : 6, + 6 a 2 b 2 + la 2 b 2 + 2 a } b 2 + 5a, b y (2.9) 

a 3j (*3. 

La preuve que l’operation definie par (2.9) satisfait a la condition (c) n’est pas 
immediate. Nous laissons toutefois au lecteur la tache de l’effectuer, car nous 
reviendrons sur cette question dans la section 9.2. 

(3) Le champ d’application privilegie de la theorie abstraite du produit 
scalaire est constitue par les espaces vectorieis fonctionnels (cf. 1.3.4 et 1.3.5). On 
appelle produit scalaire canonique dans C (<t 4) l’operation (• | •) definie par la formule 


(fig) = J«0g(0df. 


Cette operation definit bien un produit scalaire, car les conditions (a) et (b) de la 
definition 2.2.2 sont manifestement satisfaites et, en outre, l’integrale 


}f 2 (/)dt 


est positive si la fonction continue f n’est pas identiquement nulle. 

Par la suite, sauf mention explicite du contraire, C (a AI sera considere comme 
muni du produit scalaire canonique. 

(4) Un autre exemple de produit scalaire dans C k *1 est foumi par la formule 
(fig) = Jf«g«p(0df, (2.11) 


ou p est une fonction continue a valeurs positives. 
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2.3 ORTHOGONALITE 


2.3.1 Introduction 

11 a ete remarque dans 2.1.5 que deux vecteurs de V sont orthogonaux si et 
seulement si leur produit scalaire est nul. Cette equivalence tiendra lieu de defini- 
tion de la notion abstraite d’orthogonalite. 

Dans la suite de ce chapitre, E designera un espace vectoriel euclidien. 
Comme deja convenu, sauf indication contraire, les vecteurs seront les elements 
de E. 


2.3.2 Orthogonalite 

On dit que les vecteurs x et y sont orthogonaux, ou que x est orthogonal a 
y, si (x | y) = 0. On dit au’une famille finie ou infinie de vecteurs (x,, x 2 , ...) est 
orthogonale, ou que les vecteurs x,, x : , ... sont orthogonaux deux a deux, si 
(x, | xj) = 0 pour tout couple (i,j) tel que i / j. Si, de plus, tous les vecteurs x, 
sont unitaires, on dit que la famille est orthonormale. 

Comme deja note dans la remarque 2.2.4, le vecteur nul est orthogonal a 
tout vecteur. En fait, vu la condition (c) de la definition 2.2.2, il est le seul vecteur 
qui possede cette propriete. 


2.3.3 Exemples 

(1) La base canonique de IR" est manifestement orthonormale. 

(2) Considerons les fonctions Cj, c k et s* ( k > 0) de C ( _„ „| definies par 

Co(0 s -]=, c*(r) = -j=cos(fcr). s*(/) = — 5=sin(/cr). (2.12) 

s/2 n sjti \/ti 

La famille infinie (c 0 , c,, s,, c 2 , s 2 , ...) est appelee systeme trigonometrique. Cette 
famille est orthonormale, car 

| cos(£/)cos(//)dt 

— JC 

f 0 si k ? I, 

= i j (cos((lc /)0 + cos((& — l)t))dt = j 7t si k = / # 0, 

[ 2n si k = / = 0; 

| sin(/cr)sin(/f)dr 

— X 

= i | (co s((k - l)t ) - cos((/c + l)t))dt = | ° n ^ f ^ Q . 
| sin(/cr)cos(/r)dr = + J (sin ((k + 00 + sin ((k — l)t))dt = 0. 


( 



54 Espaces vectoriels euclidiens et espaces affines euclidiens 

2.3.4 Orthogonalite a un sous-espace vectoriel 

On dit qu’un vecteur x est orthogonal a un sous-espace vectoriel S de E s’il 
est orthogonal a tout vecteur de S. 

Si (v,, v 2 , y k ) est une famille generatrice de S, pour qu’un vecteur x soit 
orthogonal a S, il suffit qu’il soit orthogonal a tous les vecteurs v,. En effet, tout 
vecteur y de S s’ecrit sous la forme y = a,v, + a 2 v 2 + ... -I- a k v k , done, par la 
linearite a droite du produit scalaire, 

(x | y) = (x | a,v, + a 2 v 2 -I- ... + a*v t ) 

= «i(x I v,) + a 2 (x | + ... + a*(x | v*) = 0, 

ce qui demontre 1’assertion. 


2.3.5 Sous-espaces vectoriels orthogonaux 

On dit que des sous-espaces vectoriels S et T de E sont orthogonaux, ou que 
S est orthogonal a T, si chaque vecteur de S est orthogonal a T (ou, ce qui revient 
au me me, chaque vecteur de T est orthogonal a S). 


2.3.6 Proposition. Orthogonalite et independance lineaire 

Toute famille orthogonale finie de vecteurs non nuls est libre. En particulier, 
toute famille orthonormale finie est libre. 

Demonstration 

Soit (x,, x 2 , ..., x k ) une famille orthogonale de vecteurs non nuls. La relation 
a,x, + a 2 x 2 + ... -I- a k x k = 0 entraine, pour i = 1,2, .... k, grace a la linearite a 
gauche du produit scalaire, 

0 = (0 1 x,) = (a,x, -(- a 2 x 2 + ... + ct k x k \ x,) 

= «i(*i I x,) + a 2 (x 2 1 x,) + ... + a k (x k | x) = a,(x,. | x,), 

d’ou nous concluons que a, = 0, puisque (x, | xj yt 0. 

2.3.7 Theoreme de Pythagore 
La relation 

(x + y | x + y) = (x | x) + (y | y) + 2(x | y) (2.13) 

resulte aisement de la linearite a gauche et a droite du produit scalaire. Cette 
relation s’ecrit aussi sous la forme 

II x + y || 2 = || x || 2 + || y || 2 + 2(x|y) 


(2.14) 
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et devient, lorsque x et y sont orthogonaux, le theoreme de Pythagore : 

II x + y || 2 = || x || 2 + || y || 2 . (2.15) 

L’extension de (2.15) au cas d’une famille orthogonale (x h x 2 , ..., x k ) de plus 
de deux termes se fait par recurrence: • 


x, + x, + ... + x, r = 


+ ... + 


2.3.8 Projection orthogonale sur une droite vectorielle 

On appelle projection orthogonale d’un vecteur x sur la droite vectorielle 
engendree par un vecteur non nul v, ou simplement projection orthogonale de x 
sur v, le vecteur 

(x I v) 

proj.x = Lj^v. (2.17) 

On remarquera que cette projection est l’unique vecteur av de la droite en 
question tel que x — av est orthogonal a v. En effet, l’unique solution de l’equation 
(x — av | v) = 0 est 


2.3.9 Orthogonalisation 

Le precede que nous allons presenter est connu sous le nom de procede 
d'orthogonalisation de Gram-Schmidt. A partir d’une famille libre (x,, x 2 , ..., x t ), 
il montre par quelles operations sur les vecteurs x, on peut construire une famille 
orthogonale (v,, v 2 , .... v k ) engendrant le meme sous-espace vectoriel que (x„ x 2 , 
.... x*). 

On pose successivement 

v i = *1. 

V - X - (X; 1 Vl) v 
V 2 - X 2 ,..T V I’ 


V, = X, - 


V* = X t - 


(x 2 

JO 



(V, 

v/ 1 ’ 



(x 3 

_Ti>v, 

(x 3 

2iy 

(V, 

X.) ' 

(V 2 I 

* 2 ) - 

(X* 

J^V 

(x k 

* 2 ). 

(V, 

V.) ' 

(v 2 1 Vi) 


V, - ... - 


(Xtl V^-l) T 

(v*-l I V*-.) 


En d’autres termes, v, (/ > 1) est la difference de x, et la somme des projec- 
tions orthogonales de x, sur les vecteurs v,, v 2 , .... v,_,. 
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V 0 M = 1. 

»iM = t - i j jdj s t, 

-1 

\ 2 (t) = r 2 — i J j^dr — i J s 3 ds-f = t 1 — 

Les polynomes v 0 , v, et v 2 ainsi obtenus sont les trois premiers termes d’une famille 
orthogonale infinie connue sous le nom de systeme de Legendre. 


2.4 INEGALITES, ANGLES 

2.4.1 Inegalite de Cauchy-Schwarz 

On appelle inegalite de Cauchy-Schwarz l’inegalite, valable pour tout choix 
des vecteurs x et y, 

I (x | y) | < | x ||||y ||. (2.19) 

Dans le cas particulier ou x et y sont des vecteurs de V et le produit scalaire 
est defini par (2.1), cette inegalite est evidente, puisque | cosd| ^ 1. Dans le cas 
general, elle necessite une preuve. Si y est nul, les deux membres de (2. 19) sont nuls 

et l’inegalite est en fait une egalite. Si y n’est pas nul, posons e = — — y et ecrivons 

II y II 

x = (x | e)e + x - (x | e)e. (2.20) 

Comme (x | e)e est la projection orthogonale de x sur e, x — (x | e)e est orthogonal 
a e, done a (x | e)e, ce qui nous permet d’appliquer (2.15) au second membre de 
(2.20) et d’obtenir 

|| x || J = || (x | e)e || 2 + || x - (x | e)e || 2 > (x | e) 2 || e || 2 = (x | e) 2 . (2.21) 

II ne reste alors plus qu'a multiplier les racines carrees des deux membres extremes 
de (2.21) par || y || et a substituer y a || y ||e pour etablir (2.19). 

On remarquera que l’inegalite de Cauchy-Schwarz est une egalite si et 
seulement si x et y sont lineairement dependants. En elTet, l’inegalite dans (2.21) 
est une egalite si et seulement si || x — (x | e)e || est nul, autrement dit, x est multiple 
de e ou, ce qui revient au meme, de y. 

2.4.2 Exemples d’application 

(1) Lorsque E est 1R", l’inegalite de Cauchy-Schwarz s’ecrit 

i i«Ai ^ Jijbz. 

i=l V i=l i=t 
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2.4.3 Inegalite triangulaire 

En majorant 2(x | y) par 2|| x || || y || (inegalite de Cauchy-Schwarz) dans 
(2.14), nous voyons que 

II x + y || 2 < || x || 2 + || y || 2 + 2 1| x|||y|| = (|| x || + || y ||) 2 , 

ce qui entraine I'inegalite triangulaire : 

II x + y || < || x || + || y |. (2.22) 

En 1'appliquant une fois aux vecteurs x et y — x et une autre fois aux 
vecteurs x — y et y, nous deduisons la variante 

1 1 x || - || y 1 1 » x - y ||. 
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2.4.4 Angles. Theoreme du cosinus 

Supposons que les vecteurs x et y soient non nuls. En vertu de I'inegalite de 
Cauchy-Schwarz, 


-1 < 


(x I y) 

II X II II y II 




1 . 


II existe done un et un seul nombre 9 de l’intervalle [0, s] tel que 


COS0 = 


(x I y) 

II x || II y If 


(2.23) 


Ce nombre est appele angle des vecteurs x et y. On notera les cas particulars 
suivants: 


x et y orthogonaux: 


x = Py- 


= 0, ce qui equivaut a 9 = 


J 1 si P > 0, 
| — 1 si P < 0, 


ce qui equivaut a 0 = 0; 
ce qui equivaut id = n. 


Si x et y sont non nuls, la relation (2.14), ou celle qui en derive par 
substitution de -yay, s’ecrit, a l’aide de (2.23), sous la forme equivalente 

II x ± y || 2 = || x || 2 + || y || 2 ± 2 1| x || || y ||cos0, (2.24) 

ou 0 est Tangle de x et y. On appelle (2.24) theoreme du cosinus. 


2.5 ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS 
DE DIMENSION FINIE 


2.5.1 Introduction 

Cette section a pour objet l’etude de quelques questions liees a l’existence 
d’une base orthonormale. 

Nous supposerons que l’espace vectoriel euclidien E est de dimension finie 
non nulle n. 

2.5.2 Proposition. Prolongement d’une famille orthonormale 

Soil (e,, e 2 , ..., e t ) une famille de vecteurs orthonormale. Si k est inferieur a 
la dimension n de E, cette famille se prolonge en une base orthonormale de E. 
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Demonstration 

D’apres le theoreme 1.7.3, la famille (e„ e 2 , ..., e t ) se prolonge en une base 
(e„ ..., e k , x* +l , ..., xj de E. Applique a cette base, le precede d’orthogonalisation 
de Gram-Schmidt (2.18) nous foumit une base orthogonale (e,, .... e t , v t+1 , ..., 
de E. Posons 

1 1 
e * +1 " l|i* + 1 l w ”' ,e " IM V 

La famille (e,, e 2 , ..., e„) est alors une base orthonormale de E. 

2.5.3 Corollaire. Existence d’une base orthonormale 

Tout espace vectoriel euclidien de dimension finie non quite admet une base 
orthonormale. 

Demonstration 

Un tel espace comprend au moins un vecteur non nul e,,.que nous pouvons 
supposer unitaire. II suffit alors d’appliquer la proposition 2.5.2 a la famille (e ( ). 


2.5.4 Composantes d’un vecteur dans une base orthonormale 

Soit .t, x 2 , ..., x n les composantes d’un vecteur x dans une base orthonormale 
(e„ e 2 , ..., e„) de E. Par la linearite a gauche du produit scalaire, pour i = 1, 2, .... n, 

(x I e) = (x,e, + x 2 e 2 + ... 4- x„e„ | e,) 

= Jfi(*| I e i) "b -*2( e 2 I e i) ~b ••• "b I e t ) 

= x,{e, I ej = x„ 

ce qui montre que x,e, est la projection orthogonale de x sur e,. La decomposition 
de x suivant la base (e,, e 2 , .... e„) s’ecrit done 

x = (x | e,^, + (x | ej)e 2 + ... + (x | e„)e„- ( 2 - 25 ) 

Cela generalise la decomposition (2.6). 

2.5.5 Expression du produit scalaire en fonction des composantes 

Soit x,, x 2 , .... x„ et v„ y 2 y„ les composantes respectives de x et de y dans 

une base (e,.e 2 , ..., e„) de E. Par la linearite a gauche et a droite du produit scalaire, 

r n n \ n n n n 

(X | y) = 2 T,e, [ Zy,e ; ] = 

V-i J mi / 


2 Zx ( y/e, |e,) = 2 2 a ljXi y r 
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ou a,j = (e, | e y ). En particulier, 

(x| x) = II x || 2 = 2 2 ajjXjXj. (2.27) 

t-ij-t 

Nous reviendrons sur les expressions ainsi obtenues dans le chapitre 9. Pour 
l’instant, limitons-nous a observer que si la base (e,, e 2 , ..., e„) est orthonormale, 
(2.26) et (2.27) se simplifient et se reduisent aux expressions qui definissent le 
produit scalaire canonique dans lR" et le carre de la norme correspondante: 

(x I y) = x x y , + xyy 2 + ... + x„y„, (2.28) 

(x|x) = II x II 2 = X 2 + X- + ... + 4. (2.29) 

2.5.6 Isomorphie de E et IR” 

- D’apres (2.28), lorsque la base de E est orthonormale, l’isomorphisme (1.11) 
entre E et R" conserve le produit scalaire, ce qui signifie que le produit scalaire 
de x et y dans E est egal au produit scalaire dans R" des vecteurs-colonnes 
correspondants (x,) et (yi). 


2.5.7 Produit scalaire defini par une base 

Tout espace vectoriel de dimension finie non nulle n peut etre rendu eucli- 
dien. II suffit de choisir une base (e,, e 2 , ..., e„) de cet espace et de definir le produit 
scalaire par la formule (2.28). Pour ce produit scalaire, la base (e,, e 2 , ..., e„) est 
orthonormale. 

II est evident que tout espace vectoriel reduit au vecteur nul peut egalement 
etre considere comme euclidien. 


2.6 PROJECTION ORTHOGONALE 
ET MEILLEURE APPROXIMATION 

2.6.1 Introduction 

Dans cette section, nous definirons la notion de projection orthogonale d’un 
vecteur sur un sous-espace vectoriel et utiliserons cette notion pour calculer la 
meilleure approximation d’un vecteur par des vecteurs d’un sous-espace vectoriel 
de dimension finie. 

L’espace vectoriel euclidien E sera de nouveau de dimension finie ou infinie. 
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2.6.2 Complementaire orthogonal 

Soit S un sous-espace vectoriel de E. Designons par S 1 l’ensemble des 
vecteurs orthogonaux a S. Cet ensemble n’est pas vide, car il comprend au moins 
le vecteur nul. En outre, par la linearite du produit scalaire, en meme temps que 
x et y il comprend toutes les combinaisons lineaires ox + /?y. D’apres la proposi- 
tion 1.4.6, S L est done un sous-espace vectoriel de E. Ce sous-espace est orthogonal 
a 5, selon la definition 2.3.5. 

D'apres (c) de la definition 2.2.2, S fl S 1 = {0}. Cependant, E n’est pas, en 
general, somme directe de S et S 1 (cf. exercice 2.9.13). Il Test, toutefois, s’il existe 
un sous-espace vectoriel T de E, orthogonal a 5 et tel que E soit somme directe 
de S et 7, car alors T est necessairement 5 X . En effet, grace a l’existence d’un tel 
r, tout vecteur t' de S L s’ecrit sous la forme t' = s + t, ou s est un vecteur de 5 
et t un vecteur de T; cela entraine que t' — t est un vecteur de S orthogonal a S, 
done que t' — t = 0 et, par consequent, que t (= t) appartient a T, ce qui montre 
que S 1 est contenu dans T. D’autre part, par definition de S 1 , T est contenu dans 
S l , done T = S 1 . 

Il s’avere ainsi que les conditions suivantes sont equivalentes: 

(a) Il existe un sous-espace vectoriel T de E, orthogonal a Set tel que E soit somme 
directe de S et T. 

(b) E est somme directe de S et S 1 . 

(c) Tout vecteur x de E s’ecrit (necessairement de maniere unique) sous la forme 

x = s + t, (2.30) 

ou s est un vecteur de S et t un vecteur orthogonal a S. 

(d) Pour tout vecteur x de E , il existe un vecteur s de S (necessairement unique) 
tel que x — s est orthogonal a S. 

On dit que S admet un complementaire orthogonal dans E, ou que S l est le 
complementaire orthogonal de S dans E. si 1’une des conditions equivalentes (a)-(d) 
est satisfaite. 

D’apres ce que nous venons d’etablir, si S l est le complementaire orthogo- 
nal de S dans E, alors S est le complementaire orthogonal de S 1 dans E et 

(S 1 ) 1 = 5. (2.31) 



2.6.3 Projection orthogonale 


Soit S un sous-espace vectoriel de E et x un vecteur de E. Si S admet un 
complementaire orthogonal dans E, on appelle le vecteur s de la decomposition 
(2.30) projection orthogonale de x sur S. Nous designerons cette projection par 
proj s x. 


Projection orthogonale et meillcure approximation 


63 


2.6.4 Proposition. Existence du complementaire orthogonal d’un sous-espace 
vectoriel de dimension finie 

Tout sous-espace vectoriel de E de dimension finie admet un complementaire 
orthogonal dans E. 


Demonstration 


Soit S un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit en outre x un 
vecteur quelconque de E. Nous allons montrer qu’il existe un vecteur s de 5 tel 
que x — s est orthogonal a S. Si 5 se reduit a {0}, s est le vecteur nul. Si 5 est de 
dimension non nulle k, choisissons une base orthogonale quelconque (v,, v 2 , ..., v k ) 
de S et posons 


* = pr°jT|X + - + pr°j u x = 


(x I v,) 
(v. I v,) 


v, + . 


.. + 


( X K) V 

(** I V*) *■ 


Compte tenu de 2.3.8, nous voyons que x — s est orthogonal a tous les vecteurs 
v,. D’apres 2.3.4, x — s est done orthogonal a 5. 


2.6.5 Calcul de la projection orthogonale 

Lorsqu’on doit calculer la projection orthogonale d’un vecteur x de E sur 
un sous-espace vectoriel S de E defini par une de ses bases (v,, v 2 , ..., v t ), il faut 
avoir en vue les deux cas suivants: 


(a) La base (v,, v 2 , ..., v k ) est orthogonale. Dans ce cas, d’apres ce qui precede, 


proj s x = 


(*|v.) T 
(». I v,) ‘ 


(xlvj 

(»2 I V 2 ) ' 


V, + 


... + 


( v * l v *) * 


(2.32) 


(b) La base (v,, v 2 , .... v k ) n’est pas orthogonale. Dans ce cas, soit on l’orthogonalise 
par le procede de Gram-Schmidt et on applique (2.32) a la base orthogonale 
(vj, vj, .... vj) obtenue par ce procede, soit on determine les coefficients 
de la combinaison lineaire a,v, + a 2 v 2 + ... + a k v k de maniere que le vecteur 

x — (a,V| + a 2 v 2 + ... + a k v k ) soit orthogonal a v,, v 2 v t ; cette condition 

se traduit par les k equations 


<*i(V] I v,) + a 2 (v 2 1 v) + ... + a k (v k \ v) = (x | v,), i = 1, 2, ..., k, 

d’ou Ton tire les valeurs de a,, a 2 , .... a k qui produisent la combinaison lineaire 
egale a proj s x. 


2.6.6 Vecteur normal a un hyperplan vectoriel 

Soit S un hyperplan vectoriel de E (suppose de dimension finie non nulle). 
D’apres la proposition 2.6.4, S admet un complementaire orthogonal dans E. 
D’apres (1.12), ce complementaire est une droite vectorielle. On appelle vecteur 
normal a 5 tout vecteur non nul de cette droite vectorielle. 
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2.6.7 Meilleure approximation 

Soit 5 un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On appelle meilleure 
approximation d’un vecteur x par des vecteurs de S i’unique vecteur de S qui 
minimise la norme || x — y ||, lorsque y parcourt S. Dans le cas particulier ou E 
est l’espace vectoriel geometrique et S une droite ou un plan vectoriel de cet espace, 
on voit facilement que la meilleure approximation de x est la projection orthogo- 
nale de x sur S. Nous allons montrer qu’il en va de meme dans le cas general, 
c’est-a-dire que 

II * - proj s x || < || x - y ||, (2.33) 

pour tout vecteur y de S distinct de proj 5 x. Considerons un tel vecteur y et ecrivons 

x - y = (x - proj s x) + (proj s x - y). 

Comme x — proj s x est orthogonal a tout vecteur de S, done a proj 5 x — y, la 
relation (2.15) entralne 

II x - y || 2 = || x - proj s x || 2 + || proj s x — y || 2 > || x - proj s x || 2 , 
ce qui etablit (2.33). 


2.6.8 Exemples d’application 

La meilleure approximation est utilisee notamment dans des problemes de 
prediction et d’interpolation. Les deux exemples que nous presentons concement 
le systeme de Legendre et le systeme trigonometrique. 

(1) La meilleure approximation de la fonction f(t) = | / j de C[_, ,] par des 
polynomes de degre inferieur ou egal a 2 est, d’apres 2.6.7 et (2.32), le polynome 



(f I v, 

(V, I v,) V| 


+ 


Cfl v 2 ) t 
6jI*2) 2 ’ 


ou v 0 , v, et v ; sont les polynomes orthogonaux obtenus dans l’exemple (2) de 2.3. 10. 
Le calcul des produits scalaires donne: 


(f|»o) = J |/|d/ = 1, (t 0 | »o) = } l 2 dr = 2; 

I 

(f I V,) = j 1 1 1 rdf = 0 (le calcul de (v, | v,) est done inutile); 

(f I *2) - j I ' l(' : - = i. (t, I v 2 ) = j^t 2 - i) 2 d t = A. 


II en resulte done que 


Pit) = i + i-W -i) = -M5 r + 1) (fig- 2.2). 




(2) La meilleure approximation de la fonction f(/) = / de C|., ,] par des 
polynomes trigonometriques d’ordre inferieur ou egal a k, c’est-a-dire des combi nai- 
sons lineaires des 2k + 1 premiers termes du systeme trigonometrique defini dans 
2.3.3, est, d’apres 2.6.7 et (2.32), le polynome trigonometrique 

K = (f|co)Co + (f|c,)c, + (f I SjJsj + ... + (f|c*)c* + (f|s t )s*. 

Les produits scalaires (f | c y ) (/' > 0) et (f | s ; ) (/' 5= 1) sont appeles coefficients de 
Fourier de la fonction f. Comme f c ; est une fonction impaire, 

(f|c.) = f tcos(/7)dr = 0. 

' v/(2j nh 

D’autre part, 

(f|s / ) = 4=}'sin0')dr = ^(-iy +1 , 

done le polynome trigonometrique ( k s’ecrit sous la forme 
* 2 

Ut) = I T (-iy +, sin(/t). 

i-yj 

L’etude de la convergence de f k (t), lorsque k tend vers l’infini, depasse le 
cadre de ce livre et sera done omise. Signalons neanmoins qu’elle a lieu et que la 
limite est t = f(t) si — n < t < n et 0 si / = ±n (car sin {jn) = 0). D’une maniere 
generale, on peut demontrer que f* converge en norme vers f, c’est-a-dire que 


lim || f — f* || = 0. 
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(2.34) 
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2.7 PRODUIT VECTORIEL ET PRODUIT MIXTE 


2.7.1 Introduction 

Le produit vectoriel de deux vecteurs est une operation propre a la dimen- 
sion 3. Pour l’introduire, il faut prealablement orienter l’espace destine a le 
recevoir. L’orientation etant definie au moyen de la notion de determinant, nous 
commencerons par une breve introduction a l’etude de cette notion. Cette etude 
sera reprise dans le chapitre 5. 

Dans cette section, nous supposerons que l’espace vectoriel euclidien E est 
de dimension 3. 


2.7.2 Determinants d’ordre 2 et 3 

On appelle determinant des vecteurs-colonnes de IR 2 



et on note 




et on note 


a, A, c, 
a 2 b 2 c 2 
a j b } c 3 

le nombre 


(2.37) 


b 2 c 2 

6, c. 


b x c, 

, — a 2 

b } c 3 

b } c 3 

+ a 3 

b 2 c 2 


— a x b 2 c } + a 2 b } c l + a } b t c 2 — a l b i c 2 — a^b x c 2 — a 2 b 2 c x . 


(2.38) 


La fonction qui associe a tout couple de vecteurs-colonnes de R 2 (a tout 
triplet de vecteurs-colonnes de R 3 ) son determinant est appelee determinant 
d’ordre 2 (d’ordre 3). 


Produit vectoriel ct produit mixte 
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2.7.3 Proprietes des determinants 

Les proprietes les plus importantes des determinants seront etablies dans la 
section 5.1. En anticipant sur cette section, nous enongons ici les deux proprietes 
qui nous servent a etudier le produit vectoriel et le produit mixte. 

(a) Le determinant est multiplie par — 1 si l’un de ses vecteurs-colonnes est 
remplace par son oppose ou si deux de ses vecteurs-colonnes sont echanges. 

(b) Le determinant est non nul si et seulement si ses vecteurs-colonnes sont 
lineairement independants. 

Ces deux proprietes sont evidentes dans le cas du determinant d’ordre 2. La 
propriete (a) Test egalement dans le cas du determinant d’ordre 3. La verification 
de la propriete (b) dans ce meme cas est jaissee comme exercice. S’il le desire, le 
lecteur pourra se reporter, au paragraphe 5.2.2, ou cette verification est faite en 
toute generalite. 


2.7.4 Determinants de passage 

On appelle determinant de passage d’une base (x,, x 2 , x 3 ) a une base (y,, y 2 , 
y 3 ) le determinant 

Pi i P 12 Pi 3 

Pn Pn Pn - (2-39) 

Pi\ Phi P33 

ou P\j,Py, Py sont les composantes du vecteur y 2 dans la base (x,, x 2 , x 3 ). 


2.7.5 Orientation de E 

On definit 1’orientation de 1’espace vectoriel E par le choix d’une de ses bases. 
Ce choix etant fait, on dit que E est oriente ou dote d'une orientation. Soit (X|, x 2 , 
x 3 ) la base definissant l’orientation de E. On dit alors qu’une base (y,, y 2 , y 3 ) est 
directe ou positivement orientee si le determinant de passage (2.39) est positif et 
indirecte ou negativement orientee si ce meme determinant est negatif. 


2.7.6 Remarque 

Nous verrons dans 6.6.10 que le determinant de passage entre bases de 
meme orientation est positif, tandis qu’entre bases d’orientations differentes ce 
determinant est negatif. Par les determinants de passage, les bases de E peuvent 
done etre rangees en deux classes definissant chacune l’une des deux orientations 
possibles de E. 
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2.7.7 Eifet d’une transposition et d’une permutation cyclique 

Les deux assertions suivantes decoulent directement de (a) de 2.7.3. 

(1) L’orientation d’une base (x„ x 2 , x 3 ) change si l’un des vecteurs x, est 
remplace par son oppose, ou si deux vecteurs x, et x, sont echanges. 

(2) L’orientation d’une base (x,, x 2 , x 3 ) reste inchangee si les vecteurs x, sont 
permutes cycliquement, c’est-a-dire si x, prend la place de x 2 , x 2 celle de x 3 et x 3 
celle de x, (ou, ce qui revient au meme, si x, et x 3 et ensuite x 2 et x, sont echanges). 

A l’aide de (1) et (2), un examen des six dispositions possibles de x,, x 2 et 
x 3 nous permet de conclure que les trois triplets 

(x„ x 2 , x 3 ), (x 3 , x,. xj, (x 2 , x 3 , x,) 
sont de meme orientation, tandis que les trois autres 

(x 2 , x„ x 3 ), (x 3 , x 2 . x,), (x j, x 3 , x 2 ) 
sont d’orientation opposee a celle des trois precedents. 

2.7.8 Choix d’une base 

Dans la suite de cette section, (e,, e 2 , e 3 ) est une base orthonormale definis- 
sant l’orientation de E. 


2.7.9 Produit vectoriel 


Soit X,, x 2 , .t 3 et>'|, v 2 , y } les composantes respectives des vecteurs x et y dans 
la base (e,, e 2 , e 3 ). On appelle produit vectoriel de x et y, et on note x x y, le vecteur 

(*2^ ~ - x i>':) e i + - x iyJ*2 + (*i yi ~ ^2Vi)e 3 - (2.40) 

Cette definition depend du choix de la base (e,, e 2 , e 3 ), mais nous verrons 
dans 2.7. 1 3 qu’elle n’en depend pas si ce choix est fait parmi les bases orthonor- 
males directes. 

La /-ieme composante de x x y est le determinant des deux colonnes 

*i y> 

x 2 y 2 (2.41) 

*3 y 3 


privees de leur i-ieme terme, le deuxieme determinant etant cependant pris avec 
le signe — : 


x 2 y 2 

x x y = e, — 


Cas particuliers: 


e, x e, = e 2 x e 2 = e 3 x e 3 = 0, 

e, x e 2 = e 3 , e 2 x e 3 = e„ e 3 x e, = e 2 . 
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2.7.10 Proprietes du produit vectoriel 

Le produit vectoriel jouit des proprietes suivantes: 

(a) x x y = — (y x x) (antisymetrie). 

(b) (ax + /?y) x z = a(x x z) + /J(y x z) (linearite). 

(c) x x y # 0 si et seulement si x et y sont lineairement independants. 

Les deux premieres decoulent directement de la definition. Nous etablirons 
la troisieme en montrant que x x y est nul si et seulement si x et y sont lineaire- 
ment dependants. Sous cette condition, l’une des deux colonnes dans (2.41) est 
multiple de l’autre, done les trois determinants dans (2.42) sont nuls, ce qui 
entraine que le produit vectoriel x x y est nul. Reciproquement, supposons que 
x x y soit nul. Alors les trois determinants dans (2.42) sont nuls, c’est-a-dire 

*2 vj = x iyi< x iy> = x \yi’ ^ = *z>v ( 143 > 

Si tous les y, sont nuls, les vecteurs x et y sont lineairement dependants. Si un des 
y i7 par exemple y } , est non nul, il existe a tel que x } = av 3 , ce qui entraine, par 
substitution de ay } a x } dans (2.43), 

x 2Ei = W. «yj.Vi = x \y } 
et done 

x 2 = a>- 2 , x, = ay,. 

La premiere colonne dans (2.41) est done le produit de a par la deuxieme, ce qui 
implique la dependance lineaire de x et y. 

La propriete (b) exprime la linearite a gauche du produit vectoriel (cf. 6.2.2). 
Cette propriete, jointe a l’antisymetrie, entraine la linearite a droite: 

x x (fiy + yz) = /?(x x y) + y(x x z). (2.44) 

On remarquera, en particulier, que 

a(x x y) = (ax) x y = x x (ay), (2.45) 

ce qui nous permet d’omettre les parentheses et d’ecrire ax x y sans danger 
d’ambiguite. 


2.7.11 Proprietes metriques du produit vectoriel 

Les vecteurs x et y etant supposes non nuls, le produit vectoriel de x et y 


(a) orthogonal a x et a y, 

(b) de norme || x || || y || sin0, ou 6 est Tangle de x et y. 
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En effet, d’apres (2.42), (2.28), 2.7.2 et (b) de 2.7.3, 


(x | x x y) = x. 


x 2 yi 
yi 


X 2 


y\ 

x i y 3 


+ *3 


*i y\ = 
*2 y2 


x i x i y\ 

x 2 x 2 y2 = o. 

*3 *3 y $ 


ce qui montre que x x y est orthogonal a x et done aussi a y, puisque x x y = 
— y x x. D’autre part, d’apres (2.40), (2.29), (2.28) et (2.23), 


|| x x y || J = (x,y 3 - x^ 2 + (xjy, - x,y 3 ) 2 + (x,y 2 - Xjy,) 2 

= (xf + ^ + xf)(yf + y\ + y]) - (x^y, + xyy 2 + x^) 2 
= ||x|| 2 ||y|| 2 sin 2 0, 


ce qui demontre (b). 

On remarquera que dans le cas ou E est l’espace vectoriel geometrique K 3 , 
la norme || x || || y || sinO du produit vectoriel represente 1’aire du parallelogramme 
construit sur des representants de x et y d’origine commune (fig. 2.3). 



2.7.12 Orientation 

Si x et y sont lineairement independants, le triplet (x x y, x, y) et done aussi 
le triplet (x, y, x x y) sont directs. 

En effet, z,, z 2 , z 3 etant les composantes de x x y (dans la base (e,, e 2 , e 3 )), 
le determinant de passage de (e,, e 2 , e 3 ) a (x x y, x, y) s’ecrit 

*i y\ 

z 2 x 2 y 2 = z 2 , + r 2 + 4- ( 2 - 46 ) 

h x i yj 

Ce determinant est done positif, puisqu’au moins un des z, n’est pas nul, d’apres 
(c) de 2.7.10. 


2.7.13 Independance du produit vectoriel du choix de la base orthonormale directe 

L’expression du produit vectoriel (2.40) est invariante par changement de 
base orthonormale directe. Soit en effet (ej, e 2 , e 3 ) une telle base. Selon les proprie- 
tes metriques 2.7.1 1, e| x e 2 est soit e 3 , soit — e 3 . D’apres 2.7.12, le triplet (e'„ e 2 , 
e| x e 2 ) est direct, done ej x e 2 = e 3 , vu 1’assertion (1) de 2.7.7. Par le meme 


r xi 
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raisonnement, compte tenu de l’assertion (2) de 2.7.7, nous voyons que 
e 2 x e 3 = e'| et e 3 x e', = e 2 . Soit maintenant x' h x 2 , x 3 et y\, y 2 , y\ les composantes 
respectives de x et y dans la base (e|, e 2 , e 3 ). Grace a (a) et (b) de 2.7.10, nous 
pouvons ecrire 

- (s*) ■ m** **' , 

= (x^y 3 — x'^^ej + (x^yj — x|y 3 )e 2 + (x\y' 2 x^y'|)e 3 , 

ce qui montre l’invariance de (2.40). 


2.7.14 Produit mixte 

On appelle produit mixte des vecteurs x, y et z le double produit (x | y x z). 
D’apres (2.23), si x et y x z sont non nuls, le produit mixte de x, y et z s ecrit 
aussi sous la forme 

II x || || y x z||cos0, (2 47) 

ou 6 est Tangle de x et y x z. .... 3 

On remarquera que dans le cas ou E est Tespace vectoriel geometrique V , 
le produit mixte, ecrit sous la forme (2.47), symbolise le volume (oriente) du 
parallelepipede construit sur des representants de x, y et z d’origine commune 
(fig. 2.4). 



Fig. 2.4 


2.7.15 Produit mixte en fonction des composantes 

Soit x„x 2 ,x 3 , y„y 2 , y 3 et z„z 2 ,z 3 les composantes respectives de x, y 
et z dans une base orthonormale directe. D’apres (2.42), (2.28) et 2.7.2, 




72 


Espaces vectoriels cuclidicns ct espaces affincs euciidiens 


done I’expression du produit mixte en fonction des composantes est le determinant 
des vecteurs-colonnes des composantes. II s’ensuit, grace a la commutativite du 
produit scalaire et a (a) de 2.7.3, que 

(x x y | z) = (z | x x y) = (x | y x z), (2.49) 

ce qui montre que l’ordre dans lequel les deux produits sont eflectues est indifferent 
et justifie la notation suivante: 


2.7.16 Notation 

Desormais le produit mixte des vecteurs x, y et z sera note [x, y, z]. 


2.7.17 Proprietes du produit mixte 

Le produit mixte jouit des proprietes suivantes: 

(a) [x, y, z] = [z, x, y] = [y, z, x] = — [y, x, z] = -[z, y, x] = -(x, z, y], 

(b) [ax + Ay, z, v] = a[x, z, v] + fly, z, »]. 

( c ) [ x > y, Z] * o si et seulement si x, y et z sont lineairement independants. 

La premiere et la troisieme de ces-proprietes decoulent de la relation (2.48) 
jointe respectivement a (a) et a (b) de 2.7.3. La deuxieme resuite de la definition 
2.7.14 jointe a (b) de 2.2.2. 

En particulier, la propriete (a) montre que le produit mixte est invariant par 
permutation cyclique. 

Par (2.48), la propriete (b) resulte aussi immediatement de (2.38). Elle 
exprime la linearite a gauche du produit mixte (cf. 6.2.2). La linearite au centre et 
a droite suit de l’union de (a) et (b). 


2.7.18 Queiques identites vectorielles 

Voici trois identites vectorielles d’utilite pratique: 

x x (y x z) = (x | z)y - (x | y)z, (2.50) 

(x x y | z x v) = (x | z)(y | v) — (x | v)(y | z), (2.51) 

(x x y) x (z x v) = [x, y, v]z - [x, y, z]v. (2.52) 

Le Iecteur pourra verifier aisement (2.50) au moyen des composantes dans 
une base orthonormale directe. Par (2.49), la premiere croix et la barre peuvent 
etre echangees dans le premier membre de (2.51); grace a (2.50), il s’ensuit que 

(x x y | z x v) = (x | y x (z x v)) 

= (x I (y I v)z - (y | z)v) = (x | z)(y | v) — (x | v)(y | z). 
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ce qui etablit (2.51). Pour obtenir (2.52), il suffit d’appliquer (2.50) au double 
produit vectoriel u x (z x v), ou u = x x y, car cela donne, compte tenu de 
(2.49), 

(x x y) x (z x v) = (x x y | v)z - (x x y | z)v = [x, y, v]z - [x, y, z]v, 
ce qui prouve (2.52). 

L’identite (2.50) montre, en particulier, que le produit vectoriel n’est pas 
associatif, e’est-a-dire qu’en general 

x x (y x z) ^ (x x y) x z. 


2.8 ESPACES AFFINES EUCLIDIENS 


2.8.1 Introduction 

Le concept d’espace affine defini dans la section 1.9 met en relation un 
espace ponctuel avec la structure lineaire d’un espace vectoriel. Dans un espace 
affine, des notions comme la distance ou l’orthogonalite n’ont pas de sens. Pour 
leur en donner un, il faut munir l’espace vectoriel directeur d’un produit scalaire. 
Le but de cette section est precisement d’examiner les consequences qu’implique 
l’introduction d’une telle operation. 


2.8.2 Espaces affines euciidiens 

Soit '<£ un espace affine de direction E. On dit que est un espace affine 
euclidien si E est un espace vectoriel euclidien. 

En vertu de 1.10.5 et 2.2.3, tout sous-espace affine d’un espace affine 
euclidien est lui-meme un espace affine euclidien. 


2.8.3 Exemples 

(1) L’espace ? de la geometrie elementaire est un espace affine euclidien, 
car I’espace directeur V qui lui est associe est un espace vectoriel euclidien. 

(2) Dans Pexemple (2) de 1 .9.7, il est montre que tout espace vectoriel E peut 
etre considere comme un espace affine d’espace directeur E lui-meme. Cet espace 
affine est euclidien si E est euclidien. 

(3) Tout espace affine de dimension finie peut etre rendu euclidien par le 
precede indique dans 2.5.7. 

(4) L’ensemble des solutions du systeme (1.15) est un sous-espace affine 
euclidien de R 3 . 
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2.8.4 Distance et ses proprietes 

Dans la suite de cette section, % designera un espace affine euclidien. Le 
lecteur desireux de se familiariser de nouveau avec la notation est prie de se 
reporter a la section 1.9. 

On appelle distance des points P et Q le nombre S(P, Q) defini par 

8{P, Q) = « P§ ||. (2.53) 

Des regies (1), (2) et (3) de 1.9.5 et des proprietes de la norme vues dans 2.2.5, 
il resulte que S(P, Q) = S(Q, P), que S(P, Q ) est positif si les points P et Q sont 
distincts et nul s’ils sont confondus. De la condition (b) de la definition 1.9.2 et 
de (2.22), il resulte en outre que tout triplet de points ( P , Q, R) verifie l’inegalite 
triangulaire: 

6(P, R) « 6(P, Q) + 6(Q, R). (2.54) 

Cette inegalite est une egalite si et seulement si P, Q et R sont alignes, e’est-a-dire 
appartiennent a une meme droite. 

2.8.5 Sous-espaces affines orthogonaux 

On dit que deux sous-espaces affines de If sont orthogonaux, ou que l’un 
d’entre eux est orthogonal a l’autre, si leurs espaces directeurs sont orthogonaux. 


2.8.6 Vecteur normal a un hyperplan 

Lorsque if est de dimension finie non nulle, on appelle vecteur hormal a un 
hyperplan 9 de if tout vecteur normal a la direction S de 9. Ainsi, une droite 
orthogonale a un hyperplan 9 a pour vecteur directeur un vecteur normal a 9. 


2.8.7 Projection orthogonale d’un point 

Soit 9 un sous-espace affine de 9 de direction S et de dimension finie. Soit 
en outre P un point de if. Nous allons demontrer qu’il existe un point R de 9 
et un seul tel que RP soit orthogonal a S. Ce point R s’appelle projection orthogo- 
nale de P sur 9 et se note proj yP. 

Soit P 0 un point quelconque de 9 . Posons R = P 0 + proj S P 0 P et montrons 
que R est la projection cherchee (fig. 2.5). D’apres (1.16), R est un point de 9 ; 
en outre, d’apres (d) de 2.6.2, le vecteur 

P<? - Proj = Pq? -P^R =RP 
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est orthogonal a 5. D’autre part, si Q est un point de 9 tel que QP est orthogonal 
a S, en ecrivant 

Q%=Q?-RP, 

nous voyons que QR est un vecteur de S orthogonal a S, done a lui-meme. Par 
consequent, ~QR = 0, ce qui entralne Q = R. 



Fig. 2.5 


2.8.8 Perpendiculaire par un point a un sous-espace affine 

Soit 9 un sous-espace affine de if de dimension finie. Soit en outre P un 
point de if n’appartenant pas a 9. On appelle perpendiculaire par P a 9 la droite 
determinee par P et proj ^ P. 


2.8.9 Distance d’un point ih un sous-espace affine 

Soit 9 un sous-espace affine de f de dimension finie. On appelle distance 
dun point P a 9, et l’on note dist(P, 9), le minimum de 8(P, Q ), Q parcourant 
9. Nous nous proposons de demontrer que 

dist(P, 9) = 8(P, proj ^ P). ( 2 - 55) 

Soit Q un point de 9 distinct de proj yP. Comme (proj^P)2 est orthogo- 
nal a P(proj yP), par (2.15) nous voyons que 

8\P, Q) = \\T§ II 2 = II P(proj V P ) + (proj yP)Q if , , 

= II P(proj y P) II 2 + II (proj yP)Q II 2 > II PfaojyP) II 
= d\P , proj yP). 

ce qui prouve (2.55). 
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Lorsque P n’appartient pas a 9, la connaissance d’un vecteur directeur n 
de la perpendiculaire par Pi 9 permet de calculer la distance de P a 9 au moyen 
de la formule 


dist(P, 9) = || proj.P 0 P || = 


\Gtf\n)\ 


ou Pq est un point quelconque de 9 . Pour justifier cette formule, il suffit d obser- 
ver que T^P - (proj yP)P = P„(proj y P\ est un vecteur orthogonal a n, ce qui 
nous permet de conclure que 


(proj yP)^ = proj = 


CP?l«0 


Si IT est de dimension finie non nulle et 9 est un hyperplan de & , tout 
vecteur n normal a 9 est un vecteur directeur de la perpendiculaire par P a 9 . 
Lorsque la dimension de est 3, un tel vecteur est foumi par le produit vectoriel 
v, x v 2 , ou v t , v 2 sont des vecteurs directeurs de 9 (pour le cas general, voir 
l’exercice 5.5.13). 


2.8.10 Perpendiculaire commune i deux droites gauches 

Soit 9 et 3' deux droites gauches de If, c’est-a-dire deux droites non 
paralleles et d’intersection vide. Nous allons demontrer qu’il existe un unique point 
P de 9 et un unique point P de 3' tels que la droite determinee par P et P soit 
orthogonale a 9 et a 9'. Cette droite est appelee perpendiculaire commune a 3 
et a 3‘ (fig. 2.6). 



Fig. 2.6 


Soit P 0 un point quelconque de 9 et P 0 un point quelconque de 9’. Soit 
en outre v un vecteur directeur de 9 et v' un vecteur directeur de 3 . Des 
representations parametriques de 9 et de 9' 

P = P 0 + ay et P = P 0 + aV, (2.57) 
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nous deduisons la relation 

JP = P^P 0 + a'y' - ay. 

Posons 

(y I v x ) 

u = v - proj^v = v - , ; v'. (2.58) 

(v I y ) 

On notera que u n’est pas nul, car 9 et 9' ne sont pas paralleles. Supposons que 
la droite determinee par P et F soit orthogonale a 9 et a 9'. Alors le vecteur 
Tp est orthogonal a v et a v', done a u. En d’autres termes, 

(P& ] I “) + «'(»' I ») - «(* I «) = 0. (2.59) 


(v'|u) = (v'|v) 


(v' I v') 


<v' | v') = 0 


(v|u) = (v|v) - 7 ^(v|v') = (u | u), 

(y I y ) 

done l’equation (2.59) se reduit a 
(P„^|u) - a(u|u) = 0. 

En posant 

(v'|v) 

u = v - proj.v = v - -—--v, 

(v|v) 

nous obtenons, de maniere analogue, l'equation 


(TVo I “ ) + «'(«' I u') = 0. 
Nous en concluons que 

.-Ml!) „ .... 

(u|u) 


(Po^olu') 

(u'|u') 


ou u et u' sont definis dans (2.58) et (2.60). Par les representations (2.57), ces 
valeurs de a et de a' determinent les points P et F cherches. En eflfet, le vecteur 
PP est orthogonal a u et a u', done a v et a v', vu que ces deux vecteurs 
appartiennent au plan vectoriel engendre par u et u\ 


2.8.11 Distance de deux droites gauches 

Soit 9' et 9‘ des sous-espaces affines de If de dimension finie. On appelle 
distance de 9 et 9’, et Ton note dist(if, 9'), le minimum de SiP^ Pq), P 0 et P 0 
parcourant respectivement 9 et 9'. Nous nous limiterons a examiner le cas ou 
y et y ' sont deux droites gauches, que nous noterons 9 et 3' . Soit n un vecteur 
directeur de leur perpendiculaire commune, P et P respectivement le point de 3 


r 
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et le point de 9' appartenant a cette perpendiculaire. Si P 0 est un point quelconque 
de 9 et P'q un point quelconque de 9' , alors 

dist(# , 9’) = S(P, n = || proj.Ty? || = 1( y B)1 . (2.62) 

II “ II 

La verification de cette formule est analogue a celle de la formule (2.56); c’est 
pourquoi nous la laissons comme exercice au lecteur. 

Dans le cas particulier ou la dimension de '£ est 3, on posera n = v x v', 
ou v est un vecteur directeur de 9 et v' un vecteur directeur de 9' . 


2.8.12 Angle determine par trois points 

Supposons que les points P et R soient distincts d’un point Q. On appelle 
angle determine par P, Q, R, et Ton note PQR, Tangle des vecteurs 0? et 0# 
(fig. 2.7). 



Fig. 2.7 


2.8.13 Theoremes de Pythagore et du cosinus 

Soit P, Q, et R comme dans 2.8.12. D’apres (2.24), 

II RP II 2 = II QP - QR II 2 

= II QP II 2 + II QR II 2 - 2 1| QP || || QR || cos (PQR), 

ce qui s’ecrit aussi sous la forme 

6\P, R) = 6\P , Q) + <5 \Q, R) - 2S(P, Q)S(Q, R)cos(PQR). (2.63) 


Dans le cas particulier ou PQR = -, cela devient 
6\P, R) = S\P, Q) + 6\Q, R). 


Les relations (2.63) et (2.64) sont appelees respectivement theoremes du cosinus et 
theoreme de Pythagore. On remarquera que (2.64) est encore vraie si P = Q ou 
R = Q 
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2.8.14 Angle d’une droite et un sous-espace affine 

Soit ^ une droite de % de vecteur directeur v et J/" un sous-espace affine 
de If de direction S et de dimension finie non nulle k. Si & n’est pas orthogonale 
a , on appelle angle de 3 et S' Tangle 6 des vecteurs v et proj s v (fig. 2.8). En 
choisissant une base orthogonale quelconque (v h v 2 , .... \ k ) de S et en exprimant 
proj s v sous la forme (2.32), nous voyons aussitot que cos 6 est positif, done que 
0 appartient a 1’intervalle [0, -). Si 9! est orthogonale a Sf , Tangle de S' et Sf 

Jl ^ 

est, par convention, - (e’est-a-dire Tangle de v et n’importe quel vecteur non nul 
de 2 

On remarquera que 1’intersection de 3 et if peut etre vide. En particulier, 
notre definition d’angle s’applique a deux droites gauches. 

9 


Fig. 2.8 


2.8.15 Angle de deux hyperplans 

Si If est de dimension finie superieure a 1 , on appelle angle des hyperplans 
9 et 9' de % Tangle 9 de deux droites 9 et 9' orthogonales respectivement 

a 9 et a y (fig. 2.9). II est evident que cos# = ^ ^ , ou n et n' sont des 

II n || || n || 

vecteurs normaux respectivement a yet a y , II est egalement evident que lorsque 
<£ est de dimension 2, la presente definition de 6 coincide avec celle du paragraphe 
precedent. 




Fig. 2.9 
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2.8.16 Reperes orthonormaux 

Supposons que if soit de dimension finie non nulle n. On dit qu’un repere 
(O; e„ e 2 , e„) de est orthonormal si la base (e„ e 2 , .... e„) est orthonormale. 


2.8.17 Retour a l’equation cartesienne d’un hyperplan 

Encore sous l’hypothese que rf est de dimension finie non nulle, considerons 
un hyperplan 3 de & de direction S, un vecteur n normal a 3 et un point 
quelconque P 0 de 3. D’apres (1.16), P est un point de 3 si et seulement si le 
vecteur P 0 P appartient a S. D’autre part, en vertu de (2.31), ce vecteur appartient 
a S si et seulement s’il est orthogonal a n. L’hyperplan 3 est done constitue des 
points P qui verifient l’equation 

(n I ~P^P) = 0. (2.65) 

Munissons W d’un repere orthonormal (O; e,, e 2 , .... e„) et designons par 
x®, x 2 , ..., x° les coordonnees de par x,, x 2 , ..., x„ celles de P et par v,, v 2 , ..., v„ 
les composantes de n. L’equation (2.65) s’ecrit, de maniere equivalente, sous la 
forme 

v i(*i -■*?)+ v i( x 2 ~ x 2> + ••• + V J X * - *2) = 0. (2-66) 

ou encore 

V l*l + v 2*2 + - + v n*n = <*> ( 2 * 67 ) 

OU 

(5 = v,x? + v 2 x 2 + ... + v„x° = (n I OPo). (2.68) 

L’equation (2.67) n’est rien d’autre que l'equation cartesienne de l’hyperplan 
3 (cf. 1.11.8). Elle est ici obtenue par un precede propre aux espaces affines 
euclidiens. Ce precede montre que les coefficients du premier membre de cette 
equation sont les composantes d’un vecteur normal a l’hyperplan. Grace a (2.56), 
il foumit en outre une interpretation du second membre: 

I <5 1 = II n ||dist(0, y ). (2.69) 


2.8.18 Problemes de geometrie analytique euclidienne 

La geometrie analytique euclidienne traite les problemes de la geometrie 
euclidienne (distance, orthogonalite, angles, ...) par des calculs dans R". Dans les 
exemples suivants, l’espace affine euclidien est suppose muni d’un repere orthonor- 
mal. 

(1) Determiner la distance du point P(0, 1, — 1, 2) a l’hyperplan ^d’equa- 

tion 

x, - x 2 + 3x 3 + x 4 = 2. 
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Solution. En appliquant la formule (2.56) a P(0, 1, — 1, 2), P 0 (0, 0, 0, 2) et 
n(l, — 1, 3, 1), nous obtenons 

7* 

(2) Calculer la distance des deux droites gauches 3 et 3’ d’equations 
parametriques respectives 

x, = 1 x t = — 1 — 2a' 

x 2 = 1 + a x 2 = 2 — a' 

x 3 = 1 + 2a, x 3 = — 2a'. 

Solution. v(0, 1, 2) est un vecteur directeur de 3 et v'(— 2, —1, —2) un 
vecteur directeur de 3'. En appliquant la formule (2.62) a P 0 (l, 1, 1), Pq(— 1, 2, 0) 
et n = v x v', nous obtenons 

dist(^,^') = = -L. 

s/5 V5 

(3) Les donnees etant celles du probleme precedent, determiner les points 
d’intersection P, F des droites 3 , 3' e t la perpendiculaire commune a 3 et 

a 3\ 

Solution. En appliquant les formules (2.61) a /* 0 (1, 1, 1), F 0 (— 1,2, 0), 
v(0, 1, 2) et v'(— 2, -1,-2), nous obtenons 



a' = - 1 . 


Les coordonnees des points cherches P et F se calculent alors par (2.57): 

9 13 

/ > (L-,y), P'0, 3,2). 

(4) Trouver la projection orthogonale du point P(— 1, 1,2, 3) sur le plan 3 
passant par le point P 0 (0, -1,0, -1) et de vecteurs directeurs v,(l , 1,0, 0) et 
v 2 (l, 1, 1, 1). Determiner, en outre, la distance de P a y. 

Solution. On voit aussitot que v, et v 2 - v, sortl des vecteurs directeurs 
orthogonaux de y. D’apres 2.8.7 et (2.32), 


proj ^ P = P 0 + proj sPqP =P 0 + 


(P„P\y ■) (^o? 1 y 2 - v.) 

(vi I y,) 1 (y 2 - »i I y 2 - v i) 2 


vi). 


ce qui nous permet de calculer les coordonnees de proj yf, soit j, 3, 2. 

La distance de P a 3 est egale a la norme du vecteur P(proj ^ P), e’est-a-dire 


a y/\3/2. 

(5) Trouver l’equation du lieu geometrique des points equidistants des 
points P|(l, 0, 2, — 1) et P 2 (0, 1, — 1, 1). 
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Solution. Un point P(x x , x 2 , x 3 , x 4 ) est situe a egale distance de P x et de P 2 
si et seulement si 

(*, - l) 2 + 4 + (*j - 2) 2 + (*« + l) 2 

= x\ + (x 2 - l) 2 + (x 3 + l) 2 + (x 4 - l) 2 . 

En developpant les carres, on voit aisement que cette equation se reduit a 

2x, — 2x 2 + 6x 3 — 4 x 4 = 3. 

C’est l’equation d’un hyperplan, appele hyperplan mediateur du segment de 
droite P X P 2 . 

(6) Determiner l’equation du cone de revolution de sommet P{ 3, 0, 3) et 
dont l’intersection avec le plan 5P d’equation 

2x, — x 2 + 2 x 3 = 3 

est un cercle de rayon 3. 

Solution. En appliquant la formule (2.56) a P( 3,0,3), ^(O, —3,0) et 
n(2, —1,2), nous obtenons 

k 

I -9 I 

dist(P, J?) = = 3. 

La tangente de Tangle 6 des generatrices et l’axe du cone est done 
tg0 = | = 1, 

ce qui entralne 0 = — . Soit Q(x t , x 2 , x 3 ) un point quelconque du cone dis- 
tinct de P. L’angle du vecteur directeur n(2, — 1,2) de l’axe du cone et 

e2(x, — 3, x 2 , x 3 — 3) etant - ou — , il s’ensuit, grace a (2.23), que 

4 4 

2(x, - 3) - x 2 + 2(x 3 - 3) = ((*, - 3) 2 + x 2 + (x 3 - 3) 2 ) y *-3-(±^-). 

On notera que les coordonnees de P verifient egalement cette equation. II ne reste 
alors plus qu’a elever les deux membres au carre et a developper ces carres pour 
obtenir 1’equation demandee: 

xj -t- 7 x 2 -(- x 3 + 8 x,x 2 — 16x,x 3 + 8 x 2 x 3 + 42x, — 48x 2 -t- 42x 3 = 126. 


Excrciccs 


83 


2.9 EXERCICES 


2.9.1 Lesquelles des operations definies ci-dessous sont des produits scalai- 
res dans IR 3 ? 

(a) (x | y) = x l y l + x 2 y 2 + x 2 y 3 + x 3 y 2 + 2x 3 y 3 . 

(b) (x | y) = x,y, + x 2 y 2 - 3x 2 y 3 + x 3 y 2 + x 3 y 3 . 

(c) (x | y) = x,y, + x 2 y 2 + x\y 2 . 

Meme question rapportee aux espaces vectoriels respectifs C ( _ , ,j, C (0 x) 
et C^: 

(d) (f | g) = f^KOgWdt 

(e) (f I g) = |/f 2 (0g(0dt. 

(0 (f I g) = f e-'f(r)g(r)dt. 

— X 


m n 

2.9.2 Pour tout couple de polynomes p(/) = S a/’ et q(r) = Z fat 1 , posons 

1-0 /- 0 

(p|q)= Z a,A- 

i-0 

(a) Montrer que l’operation ainsi definie est un produit scalaire dans l’espace 
vectoriel des polynomes. 

(b) Exhibetune famille infinie de polynomes orthonormale pour ce produit sca- 
laire. 


2.9.3 Montrer que pour tout couple (x, y) de vecteurs d'un espace vectoriel 
euclidieh, 

II X + y II 2 + II X — y II 2 = 2 II x II 2 + 2 II y II 2 (identite du parallelogramme). 

2.9.4 Montrer que dans un espace vectoriel euclidien la somme et la diffe- 
rence de deux vecteurs de meme norme sont orthogonales. 


2.9.5 

de R 4 


Par le procede de Gram-Schmidt, orthogonaliser le triplet de vecteurs 


Y 


0 


o' 

0 


0 


3 

2 

» 

1 

» 

-1 

0 


-1 


0 


( 
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2^6 Soit (e,, e 2 , e 3 , e 4 ) une base orthonormale d’un espace vectoriel eucli- 
dien de dimension 4. Par le procede de Gram-Schmidt, orthogonaliser le triplet 
de vecteurs (x,, x 2 , x 3 ), ou x, = e, + e 2 + e 3 + e 4 , x 2 = e 2 + e 3 + e 4 et 
x 3 = e 3 + e 4 . 


/ 

l^n A l’aide de l'inegalite de Cauchy-Schwarz, montrer que 



3 

2.9.8 Exprimer le vecteur-colonne — 1 sous la forme d’une combinai- 

1 

son lineaire des vecteurs-colonnes 



2.9.9 Soit (e,, e 2 , e k ) une famille orthonormale de vecteurs d’un espace 
vectoriel euclidien E. Montrer que pour tout vecteur x de E, 

k 

S(x| ei ) 2 ^ | X || 2 . 

/= 1 

Dans quel cas les deux membres sont-ils egaux? 


2.9.10 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 4, muni d’une base 
orthonormale. Determiner la projection orthogonale du vecteur x(3, 2, —2, — 1) 
sur le plan vectoriel de E engendre par les vecteurs v,(l, 0, — 1, 1) et v 2 (l, 0, 0, 1). 


2.9.1 1 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 4, muni d’une base 
orthonormale. Soit S le sous-espace vectoriel de E engendre par les vecteurs 
V|(l, 1, 1, 1) v 2 ( — 3, I, 1, 1) et v 3 (0, —2, 1, 1). Determiner le complementaire 
orthogonal de S dans E. 


2.9.12 Calculer la meilleure approximation de la fonction f(t) = t 2 de 
C ( _„ „| par des polynomes trigonometriques d’ordre inferieur ou egal a k. 
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2.9.13 Soit S le sous-espace vectoriel de C[_ >-4 j forme de tous les polynomes 
trigonometriques. 

(a) A l’aide de (2.34), montrer que S L = {0}. (Prendre un f de S 1 et s’assurer que 
f* = 0.) 

(b) En deduire que S n’admet aucun complementaire orthogonal dans C ( _ 4 
(autrement dit, que S © S 1 # C ( _„ ,|). 

2.9.14 Soit E un espace vectoriel euclidien, oriente et de dimension 3. A 
quelle condition doivent satisfaire deux vecteurs donnes y et z de E, pour que 
1’ equation vectorielle x x y = z ait au moins une solution x„ dans El Quel est 
alors l’ensemble des solutions? 


2.9.15 Soit E comme dans l’exercice precedent. Demontrer les identites 
vectorielles suivantes: 

(a) (x x (y x z)) + (y x (z x x)) + (z x (x x y)) = 0. (Utiliser (2.50).) 

(b) (x x y | (y x z) x (z x x)) = [x, y, z] 2 . (Utiliser (2.51) ou (2.52).) 

(c) v = lliM x + I^ily + |^z «x, y, z] # 0). (Utiliser (2.52).) 

[x, y, z] [x, y, z] [x, y, z] 

Exercices sur les espaces affines euclidiens 

Dans les exercices suivants, lorsqu’il est sous-entendu que l’espace affine 
euclidien est muni d’un repere, celui-ci est suppose orthonormal. 


2.9.16 Calculer la distance du point P(0, 1, - 1, 2) a l’hyperplan d’equation 
x, — x 2 + 3x 3 + x 4 = 2. 

2.9.17 Trouver l’equation de l’hyperplan mediateur du segment d’extremi- 
tes P,(3, —2, 5, — 1) et P 2 (-3, 1,2,4). 


2.9.18 Trouver les equations parametriques des bissectrices des deux droites 
passant par le point P 0 (- 1, 2, 1, 3), de vecteurs directeurs respectifs v(l, -3, 2, 2) 
et v'(4, 0, 1, 1). 


2.9.19 Determiner la projection orthogonale du point P{- 1, 1, 1, 1) sur le 
plan passant par le point Pq( 0, 1, 2, — 1), de vecteurs directeurs V|(— 1, 0, 2, 1) et 
v,(0, 1, 1, - 1). Calculer en outre la distance de P a ce plan. 
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2.9.20 Dans un espace affine euclidien, oriente et de dimension 3, on consi- 
dere un point P et la droite 3 passant par le point P 0 et de vecteur directeur v. 
Montrer que 


dist (P, 9) = 


II PpP x v II 

II V II 


2.9.21 Determiner la perpendiculaire commune et la distance des deux 
droites d’equations parametriques respectives 

x x = a x t = a' 

x 2 = 1 x 2 = 1 — a' 

x } = — 1 + a x } = 0 

x 4 = 2 - a, x 4 = —1 + 2a'. 


2.9.22 Calculer Tangle de la droite passant par le point /* 0 (1, 1, 1, 1), de 
vecteur directeur v(0, 1, —1,0), et le plan passant par le point g 0 (l, 0, —1, 1), 
de vecteurs directeurs v,(l, 1, 0, 0) et v 2 (0, 1, 1, — 1). 

2.9.23 Determiner Tangle que forment la droite et Thyperplan de l’exer- 
cice 1.12.18. 


2.9.24 Determiner Tangle des deux hyperplans d’equations respectives 
jc, — 3x 2 + x } — 2x 4 — x 5 = 2 et 2x, — 2x 2 — 3x } + 2x 4 + 2x s = — 1. 

2.9.25 Soit <* un espace affine euclidien de dimension finie superieure a 1. 

(a) Montrer que les equations des hyperplans bissecteurs des deux hyperplans 
de *T d’equations respectives (n, | x) = <5, et (n 2 | x) = S 2 sont donnees par 

("i I *) ~ <*i _ | (n 2 1 x) - <? 2 
II n, || - I n 2 || 

(b) Appliquer ce resultat a n,(l, —1,3, 1,2), n 2 (— 1,2, 4, 0, —2), <5, = — 1 et 
<5 2 = 2. 


2.9.26 Dans un espace affine euclidien, oriente et de dimension 3, on consi- 
dere trois points P { , P 2 , P } non alignes et on pose 0, = P J P i P 2 , 0 2 = P,P 2 P 3 et 
0 j = P 2 P 3 P\- A l’aide du produit vectoriel, demontrer que 


sinffj sin0 2 

<5(^2. P 3 ) = i> P } ) 


sind } 

P 2 ) 


( theoreme du sinus). 
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2 9 27 Les quatre sommets d’un tetraedre sont P,(l, 1, 1), P 2 (~^ 2 > ')> 
p <5 2 3) et P 4 Trouver les coordonnees du point P 4 , sachant qu’il appart.ent a 

du tetraedre est 5. 
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Chapitre 3 


Systemes lineaires 

3.1 DEFINITIONS ET EXEMPLES 

3.1.1 Introduction 

Nous avons deja eu '(’occasion de constater que la resolution de certains 
problemes lies aux notions de sous-espace vectoriel et de sous-espace affine se 
reduit a la recherche des solutions d’un systeme d’equations lineaires. D’un point 
de vue plus general, on voit souvent que des problemes d’origines les plus diverses 
se traduisent en termes d’equations lineaires. Le present chapitre exposera les 
principaux resultats de la theorie des systemes d’equations lineaires. L’idee a la 
base de notre etude est simple: par une succession d’operations elementaires sur 
les equations, le systeme est transforme en un systeme echelonne equivalent que 
Ton peut resoudre facilement. Le procede de transformation est connu sous le nom 
de methode de Gauss ou methode d’elimination des inconnues. 

3.1.2 Systemes lineaires 

On appelle systeme lineaire, ou simplement systeme, toute famille d’equa- 
tions de la forme 

a, i*i + a l2 x 2 + ... + a u x„ = b t 

a 2\ x 1 + a 22*2 + - + a 2n X n = *2 (3 

a n,\ x \ + a m2 x 2 + ... + a mn x r = b m , 

ou a u , a, 2 , .... sont des nombres appeles coefficients du systeme, b t , b 2 , ..., b m 
des nombres appeles coefficients du second membre et *,, x 2 , ..., x n des nombres 
inconnus appeles inconnues du systeme. Si les coefficients du second membre sont 
tous nuls, on dit que le systeme est homogene. On appelle systeme homogene associe 
au systeme (3.1) le systeme que Ton obtient de (3.1) en substituant des zeros aux 
coefficients du second membre. 

3.1.3 Ecriture abregee 

On ecrit souvent le systeme (3.1) sous la forme abregee suivante: 

n 

"La^i = b„ i = 1, 2 m. (3.2) 
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Systemes lineaires 



Une ecriture encore plus condensee sera introduite dans l’exemple (5) 
de 4.1.7. 


3.1.4 Solutions d’un systeme 

On appelle solution du systeme (3.1) tout n-uplet de nombres (x°, x$, ..., xj[) 
tel que 

n 

'La iJ Xj = i = 1,2, .... m. 

J - 1 

Resoudre un systeme signifie trouver l'ensemble des solutions de ce systeme. Deux 
systemes a n inconnues sont dits equivalents si toute solution de l’un est solution 
de l’autre, autrement dit, s’ils admettent le meme ensemble de solutions. On dit 
parfois que les equations d’un systeme sont compatibles ou incompatibles , suivant 
que ce systeme admet au moins une solution ou n’en admet aucune. 


3.1.5 Interpretation geometrique 

Supposons que les premiers membres des equations du systeme (3.1) soient 
non nuls. D’apres 1.11.8, chacune de ces equations represente alors un hyperplan 
d’un espace affine de dimension n. Par consequent, l’ensemble des solutions du 
systeme, regarde comme ensemble de n-uplets de coordonnees, represente une 
intersection finie d’hyperplans. Selon 1.10.7, une telle intersection est un sous- 
espace affine ou l’ensemble vide. Du point de vue geometrique, resoudre un 
systeme admettant au moins une solution revient a chercher les equations parame- 
triques (1.19) de ce sous-espace affine. 


3.1.6 Exemples 

(1) Le systeme 

x, + x 2 = 1 
x, + x 2 = 0 

n’admet aucune solution, car les deux equations se contredisent l’une l’autre. Ces 
equations representent deux droites paralleles. 

(2) Nous nous proposons de resoudre le systeme 

3x, — 3x 2 — 2x 3 = — 1 

4x, — x 2 + 3x 3 = — 1 (3.3) 

— 2x, + 4x 2 + 3x 3 = 3 

par la methode d’elimination des inconnues. 
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A l’aide de la premiere equation, exprimons x, en fonction de x 2 et x 3 : 

x, = tf-l + 3x 2 + 2x 3 ). (3- 4 > 

Substituons ensuite l’expression ainsi obtenue a x, dans les deux autres equations 
de (3.3): 

$(- 1 + 3x 2 + 2 x 3 ) - x 2 + 3x 3 = - 1 

-i(-l + 3 x 2 + 2x 3 ) + 4x 2 + 3x 3 = 3. 

En multipliant chaque membre par 3 et en groupant les termes, nous obtenons 

9x 2 + 17x 3 = 1 (3.5) 

6x 2 + 5x 3 = 7. 

A l’aide de la premiere de ces deux equations, exprimons a present x 2 en fonction 
de x 3 et substituons l’expression obtenue a x 2 dans la deuxieme equation. Apres 
simplification, il reste 

x 3 = -1 ( 3 - 6 ) 

Par substitution de cette valeur a x 3 dans l’une des deux equations (3.5), nous 
determinons la valeur de x 2 , soit x 2 = 2. Nous calculons finalement la valeur de 

x, par (3.4), ce qui nous donne x t = 1. Le systeme (3.3) admet done 1 unique 

solution x, = 1, x 2 = 2, x 3 = — 1. 

Les deux equations (3.5) s’obtiennent plus rapidement en soustrayant la 
premiere equation de (3.3) multipliee par 4 de la deuxieme multipliee par 3 et en 
additionnant la meme equation multipliee par 2 a la troisieme multipliee par 3. De 
meme, nous obtenons l’equation (3.6) en soustrayant la premiere equation de (3.5) 
multipliee par 2 de la deuxieme multipliee par 3, puis en divisant les deux membres 
par — 19. Ces operations reduisent le systeme (3.3) au systeme equivalent 

3x, - 3 x 2 - 2x 3 = - 1 

9x 2 + 17x 3 = 1 0-7) 

x 3 = -1 

que Ton resout par substitution, comme il a ete indique ci-dessus. Par la suite, c est 
cette variante de la methode d’elimination des inconnues qui retiendra notre 
attention. 


(3) Nous allons maintenant resoudre le systeme 

x, - x 2 + 2x 3 = 0 (3 8 ) 

3x, + 2x 2 - 3x 3 = 2. 

Eliminons l’inconnue x, de la deuxieme equation en soustrayant la premiere 
equation multipliee par 3 de la deuxieme. Cette operation reduit le systeme (3.8) 
au systeme equivalent 

x, - x 2 + 2x 3 = 0 
5x 2 - 9x 3 = 2. 


c 


(3.9) 
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! 


Pour resoudre ce systeme, nous assignons a x 3 une valeur arbitraire a, exprimons 
x 2 en fonction de a a l’aide de la deuxieme equation, puis x, a l’aide de la premiere 
equation. II en resulte que les solutions du systeme (3.8) sont les triplets de nombres 
de la forme 

*i = i - 

= * + fa (3.10) 

xy = a, 

ou a parcourt IR. L’ensemble des solutions represente done une droite. 


3.2 EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS 


3.2.1 Matrices 

On appelle matrice a m lignes et n colonnes, ou matrice de type m x n, tout 
tableau rectangulaire de nombres 



On designe souvent une matrice de type m x n plus brievement par 
(«#)■< /<* ou simplement par (a tJ ). 

i 

Le nombre a l; est appele lerme d'indices i,j. L’indice i est appele indice de 
ligne et l’indice j indice de colonne. 

Lorsque m = n, on dit que (a tJ ) est une matrice carree d'ordre n. Dans ce 
cas, les termes a u , a 22 , .... a nn sont appeles termes diagonaux. 

On appelle une matrice a une seule ligne matrice-ligne et une matrice a une 
seule colonne matrice-colonne. II est clair qu’une matrice-colonne n'est rien d’autre 
qu’un vecteur-colonne. Par la suite, les lignes d’une matrice seront assimilees a des 
matrices-lignes et les colonnes a des matrices-colonnes. 

L’interet de la notion de matrice apparaitra tout au long de ce livre, a partir 
de cette section, mais la raison d'etre immediate de cette notion est simplement de 
permettre a certaines families finies de nombres d’etre concjues sous la forme d’un 
tableau rectangulaire. 
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3.2.2 Notation 

Nous assignerons aux matrices des symboles propres, a savoir les lettres 
latines majuscules imprimees en caractere gras: A, B, ... . Toutefois, les matrices- 
colonnes seront egalement designees par les symboles reserves aux vecteurs: a, b, 
... ; nous les appellerons d'ailleurs indifferemment matrices-colonnes ou vecteurs- 
colonnes. 

3.2.3 Matrices nulles et matrices-unites 

On appelle matrice nulle, et on note O, toute matrice dont chaque terme est 
nul. Les matrices-colonnes nulles sont egalement designees par le symbole 
vectoriel 0. 

On appelle matrice-unite d’ordre n, et on note I„ ou simplement I, la matrice 
carree d’ordre n 

10 ... 0 
0 1 ... 0 


0 0 ... 1 

Nous verrons au chapitre suivant que O joue le role d’element neutre de 
l’addition matricielle et I d’element neutre de la multiplication matricielle. 


3.2.4 Rang d’une matrice 

Soil a,, a 2 , ..., a„ les colonnes d'une matrice A. On appelle rang de A, et on 
note rgA, le rang de la famille (a., a,, .... a„) (cf. 1.8.2). 

Par exemple, le rang de O est 0 et le rang de I„ est n; les rangs des matrices 



sont respectivement 3, 2 et 1 . 


3.2.5 Matrices associees a un systeme lineaire 

On appelle matrice associee au systeme (3.1) la matrice (3.11), e’est-a-dire 
la matrice A dont les termes sont les coefficients du systeme. On appelle matrice 
du second membre du systeme (3.1), ou simplement second membre du systeme (3.1), 
la matrice-colonne b = (b) dont les termes.sont les coefficients du second membre 
de ce systeme. On appelle matrice augmentee associee au systeme (3.1) la matrice 
obtenue de A en y ajoutant b comme (n + l)-ieme colonne. 


(3.12) 



94 


Systemes lineaires 


Nous venons de definir les differentes matrices associees a un systeme, mais 
il est egalement utile de pouvoir parler du systeme homogene associe a une matrice 
donnee ou du systeme associe a une matrice augmentee donnee. Cette terminologie 
s’explique d’elle-meme et nous ne nous attarderons done pas a la preciser davan- 
tage. 


3.2.6 Ecriture vectorielle d’un systeme lineaire 

Considerons un systeme de matrice associee A et de second membre b. 
Designons par a„ a 2 , .... a„ les colonnes de A. Le systeme s’ecrit alors de maniere 
equivalente sous la forme d’une equation vectorielle lineaire: 

*1*1 + *2»2 + - + *„»„ = (3.13) 

En effet, les deux membres de cette equation sont les vecteurs-colonnes dont les 
t-iemes termes sont les deux membres de la i-ieme equation du systeme. 

D’apres la proposition 1.8.4, l’equation (3.13) admet au moins une solution 
(*?, x?, ..., xj) si et seulement si le rang de la famille (a,, a 2 , .... a„) est egal au rang 
de la famille augmentee (a,, a : , .... a„, b). Selon la proposition 1.5.6, cette solution 
est unique si et seulement si le rang de la famille (a,, a 2 , .... a„) est n. 

A l’aide de la definition 3.2.4, nos conclusions se resument de la maniere 
suivante: 


3.2.7 Proposition. Existence et unicite des solutions d’un systeme lineaire 

Pour qu'un systeme lineaire de matrice associee A et de second membre b 
admette au moins une solution, il faul et il suffit que le rang de A soil egal au rang 
de la matrice augmentee (A;b). Si cette condition est remplie, le systeme admet une 
seule solution si et seulement si le rang de A est egal au nombre d'inconnues, 
autrement dit, les colonnes de A sont lineairement independantes. 


3.3 MATRICES ECHELONNEES 


3.3.1 Exemple 

La methode employee pour reduire les systemes (3.3) et (3.8) aux systemes 
equivalents (3.7) et (3.9) est, en fait, un precede d’annulation de certains termes 
de la matrice associee au systeme par des operations sur les lignes de la matrice 
augmentee. Void, indiquee a cote de cette matrice, la suite des operations que nous 
avons effectuees pour aboutir au systeme (3.7): 
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3 

-3 

-2 

-f 


4 

-1 

3 

-1 

3L 2 - 4L, 

2 

4 

3 

h 

3Lj + 2L, 

3 

-3 

-2 

- f 


0 

9 

17 

i 


0 

6 

5 

7 

-tW3L 3 - 

3 

-3 

-2 

-f 


0 

9 

17 

1 


0 

0 

1 

-1 



(3.14) 


(3.15) 


Le systeme associe a la matrice augmentee (3.15) est le systeme (3.7). Suivant 
l’expression que nous allons introduire dans 3.3.5, la matrice (3.14) a ete reduite 
a la forme echelonnee (3.15) par des operations elementaires sur les lignes. Il est 
peut-etre superflu de predser que le symbole L,- utilise d-dessus designe la i-ieme 
ligne de la matrice contigue et que la formule suivant la i-ieme ligne indique les 
operations a effectuer pour obtenir la i-ieme ligne de la matrice successive. 


3.3.2 Matrices echelonnees 

On dit qu’une matrice est echelonnee si ses lignes satisfont aux deux condi- 
tions suivantes: 

(a) Toute ligne nulle n’est suivie que de lignes nulies. 

(b) L’indice de colonne du premier terme non nul de toute ligne non nulle est 
superieur a l’indice de colonne du premier terme non nul de la ligne qui la 
precede. 

Une matrice echelonnee non nulle est done de la forme 



ou y, < y 2 < ... < y, et a lJt , a ^,, .... a rJr sont des termes non nuls. Bien entendu, les 
lignes nulies terminales peuvent manquer. 

Les matrices nulies et les matrices-unites I„ sont des matrices echelonnees. 
Deux autres exemples de matrices echelonnees sont les suivants: 


2 0-2 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 


1 2 -1 

4 3 0 

0 4 2 

0 0 0 


0 2-3 1 O' 
000-10 
0 0 0 0 1 
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3.3.3 Rang d’une matrice echelonnee 

Les colonnes d’indice j\j 2 , —,j r de la matrice (3. 16) sont clairement lineaire- 
ment independantes. Envisagees comme des vecteurs-colonnes de DU, elles forment 
done une base de cet espace vectoriel. En considerant les autres colonnes egalement 
comme des vecteurs-colonnes de IR', nous en deduisons qu’elles sont combinaison 
lineaire de celles d’indice _/ 2 , et done que le rang de la matrice (3.16) est r. 

On notera que r est le nombre de lignes non nulles de la matrice (3.16) et 
egalement le rang de la famille des lignes de cette matrice, puisque les lignes non 
nulles sont manifestement lineairement independantes. 



3.3.4 Operations elementaires sur les lignes d’une matrice 

On appelle operation elementaire sur les lignes d’une matrice toute operation 
de l’un des trois types suivants: 

Type 1 : echanger deux lignes. 

Type 2: additionner a une ligne un multiple d’une autre ligne. 

Type 3: multiplier une ligne par un nombre non nul. 


3.3.5 Reduction a la forme echelonnee 

Toute matrice peut etre transformee en une matrice echelonnee par une suite 
finie d’operations de type 1 et 2. On dit egalement que toute matrice peut etre 
reduite a la forme echelonnee par une telle suite d’operations. Soit en effet A = (a tJ ) 
une matrice de type m x n non nulle. Si m = 1, A est echelonnee. Si m > 1, 
designons par j l le plus petit indice de colonne non nulle. En echangeant deux 
lignes, si necessaire, nous transformons A en une matrice A (l) = (a^dont le terme 
est non nul. En additionnant ensuite a chaque ligne d’indice /' > 2 la premiere 
ligne multipliee par — nous voyons que A (,) se reduit soit a une matrice 

de la forme 


! a (') . . . 
•“I'!....:........:. 


■ • • <’] 


a Vl ■ ■ ■ 

• • • < 4 , 

0 

N 

• • • a mn 


ou les termes a' 2jr a\ jT .... a'„ n ne sont pas tous nuls, soit a une matrice dont les 
lignes d’indice i > 2 sont nulles. Dans le deuxieme cas, la matrice est echelonnee. 
Dans le premier cas, le meme procede de reduction applique a la matrice 



*1 
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n 


foumit une matrice A |2> , puis une matrice A (3) et, ainsi de suite, jusqu a A ( ’ ou 
jusqu’a ce que la seule ligne non nulle d’une matrice A w soit la premiere. A ce point, 
la matrice transformee est de la forme 




'. n {D 








(3.17) 


3.3.6 Pivots 

Les termes a*,)', a% a%\ de la matrice (3.17) sont uppers pivots. Dans les 

operations de reduction, les pivots servent a annuler certains termes des colonnes 
dont ils font partie. Par extension, on appelle pivot d’une matrice echelonnee non 
nulle tout premier terme non nul d’une ligne non nulle. Les pivots de la matrice 
(3.16) sont done a,,,, a % , ..., a rj/ D’apres 3.3.3, le rang d’une matrice echelonnee 
est egal au nombre de pivots qu’elle comprend. 


3.3.7 Reduction a la forme echelonnee simplifiee 

Le procede employe pour parvenir a la matrice echelonnee (3.17) peut etre 
poursuivi. Plus precisement, chaque pivot peut etre utilise pour annuler tous les 
autres termes de la colonne dont il fait partie. Par exemple, nous annulons^le terme 
a*,J.’ en additionnant a la premiere ligne la deuxieme multipliee par — a^/a'jy*. Apres 
cette suite d’operations, nous divisons encore chaque ligne non nulle par son pivot. 
Nous obtenons ainsi une matrice echelonnee dont les pivots sont des 1 et les 
colonnes dont ils font partie des vecteurs-colonnes de la base canonique de R m . 
Une telle matrice est appelee matrice echelonnee simplifiee. Ainsi, toute matrice non 
nulle peut etre transformee en une matrice echelonnee simplifiee par une suite finie 
d’operations elementaires sur les lignes. On dit egalement que toute matrice non 
nulle peut etre reduite a la forme echelonnee simplifiee par une telle suite d opera- 
tions. 
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Voici deux exemples de matrices echelonnees simplifiees: 

0 1 2 0 3 0 -2' 

0 0 0 1-2 0-1 
0 0 0 0 0 I 1 

0 0 0 0 0 0 0 


10 0 0 

0 10-3 

0 0 M 1 


3.3.8 Exemple de reduction 


(1) Nous allons reduire la matrice suivante a la forme echelonnee: 


5 

10 

11 

-1 

1 

-41 

0 

' L, - 2L 4 

-3 

-6 

-7 

1 

-1 

27 

0 


6 

12 

14 

-2 

2 

-52 

6 

Lj — 3L 4 ( 318 > 

2 

4 

5 

-1 

1 

-19 

3 


1 

2 

1 

1 

-1 

-3 

-6 


-1 

-2 

-2 

0 

0 

8 

3 

L 2 + L| 

0 

0 

-1 

1 

-1 

5 

-3 


2 

4 

5 

-1 

1 

-19 

3j 

L 4 - 2L, 

1 

2 

1 

1 

-1 

-3 

-6 


0 

0 

-1 

1 

-1 

5 

-3 


0 

0 

-1 

1 

-1 

5 

-3 

L 3 — L 2 puis echanger 

0 

0 

3 

-3 

3 

-13 

15 

> 

L 4 + 3L 2 Lj et L 4 

1 

2 

1 

1 

-1 

-3 

-6 


0 

0 

-1 

1 

-1 

5 

-3 


0 

0 

0 

0 

0 

2 

6 

(3.19) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

> 



(2) Pour reduire la matrice (3.18) a la forme echelonnee simplifiee, nous 
multiplions d’abord la deuxieme ligne de (3. 19) par - 1 et divisons la troisieme par 
2; ensuite nous procedons ainsi : 

1 2 1 1-1-3 —6] L, — L 2 — 2L 3 

0 0 1-1 1-5 3 Lj + 5L, 

0 0 0 0 0 13 

0 0 0 0 0 0 0 

1 2 0 2 -2 0 -15 

0 0 1 -1 i o 18 

0 0 0 0 0 1 3 ’ ( 3 - 2 0) 

0 0 0 0 0 0 0 
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3.3.9 Remarques 

(1) D’apres 3.3.5, la reduction d’une matrice a la forme echelonnee peut se 
faire sans l’emploi d’operations de type 3. En pratique, toutefois, il est souvent plus 
commode d’utiliser egalement ce type d’operation, notamment pour eviter l’intro- 
duction de fractions, lorsque les termes de la matrice sont des entiers (cf. exemple 
3.3.1). 

(2) Le lecteur aura note que la suite d’operations reduisant la matrice (3.18) 
a la forme echelonnee (3.19) n’est pas celle qui est exposee dans 3.3.5. Des 
modifications du mecanisme de reduction analogues a celles que nous avons 
operees sont souvent avantageuses et varient de cas en cas. Notre but evident etait 
d’eviter l’apparition de fractions. 

(3) Lorsqu’une ligne a ete modifiee, il faut se garder d’utiliser encore sa 
forme non modifiee. Cela peut entrainer de graves erreurs, comme le montre 
1’exemple simple suivant: 

1 3]L,+L 2 [3 2]L,-L 2 [0 O' 

2 -lj L 2 + L, [3 2J L 2 — L| (0 0 ’ 


3.3.10 Conservation du rang 

Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice ne modifient pas son 
rang. En effet, si a,, a 2 , .... a„ sont les colonnes d’une matrice A et a’,, a 2 , ..., celles 
de la matrice A' deduite de A par une operation de type 1, 2 ou 3, alors toute 
relation de la forme 

«!*,, + «2 *J2 + - + «*»;* = 0 

implique la relation 

a,a;, + a 2 a; 2 + ... + cc k »' Jk = 0 

et inversement, ce qui prouve qu’a toute famille libre de colonnes de A correspond 
une famille libre de colonnes de A' et inversement, done que rgA = rgA'. 

Il est d’autre part evident que les operations elementaires sur les lignes d’une 
matrice ne modifient pas le rang de la famille des lignes de cette matrice. Or, nous 
avons observe dans 3.3.3 que le rang de la famille des lignes d’une matrice 
echelonnee est egal au rang de la famille des colonnes, e’est-a-dire au rang de cette 
matrice. Compte tenu de 3.3.5, nous en concluons que le rang de n'importe quelle 
matrice est egalement le rang de la famille des lignes de cette matrice. 

Comme corollaire de cette conclusion, il apparait que 

rgA < min(/n, ri), (3.21) 


ou A est une matrice de type m x n. 
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3.3.11 Reduction d’une matrice carree d’ordre n et de rang n 

Le rang etant conserve par les operations elementaires sur les lignes, la forme 
echelonnee simplifiee de toute matrice carree d’ordre n et de rang n est la matrice- 
unite I„. 



3.3.12 Calcul du rang d’une matrice 

Le rang d’une matrice peut etre determine par reduction a la forme echelon- 
nee. Tres souvent, cependant, ce rang peut etre trouve avant que la forme echelon- 
nee ne soit atteinte. Voici un exemple: 


1 

-1 

2 

-1 


1 

-1 

2 

-1 

3 

1 

4 

3 

L 2 - 3L, 

0 

4 

-2 

6 

-5 

-3 

-6 

-7 

L 3 + 5L, 

0 

-8 

4 

-12 

-2 

2 

-4 

2 

L 4 + 2L, 

0 

0 

0 

0 

-1 

1 

1 

1 

L s + L, 

0 

0 

3 

0 


Le rang de la famille des lignes et done de la matrice est visiblement 3. 


'7'. 

5 pfe 

M METHODE DE RESOLUTION DE GAUSS 

. ' -i 
-r v o ■ 

■j o * 

■■ 3.4-.T Operations elementaires sur les equations d’un systeme lineaire 


Eflectuees sur les lignes de la matrice augmentee associee a un systeme, les 
operations de type 1, 2 et 3 sont l’expression d’operations sur les equations de ce 
systeme. Ces operations transforment le systeme en un systeme equivalent. En 
effet, echanger deux equations ou multiplier une equation par un nombre non nul 
ne change en rien [’ensemble des solutions. D’autre part, toute solution d’un couple 
d’equations de la forme 

a,ix, + a a x 2 + ... + a in x„ = b t 
a l\ x \ + a n x 2 + - + “tnX* = b, 
est solution du couple d’equations 

0„ + aa ;i ).v, + (a, 2 + aa^)x 2 + ... + (a„ + aajx„ = b, + otb, 
a n x i + a a x i + - + = b , 

et inversement, ce qui montre que l’addition a une equation d’un multiple d’une 
autre equation laisse l’ensemble des solutions inchange. 


v 
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3.4.2 Resolution d’un systeme lineaire admettant exactement une solution 

Considerons un systeme de m equations a n inconnues, de matrice associee 
A = (<i iy ) et de second membre b = (A,). Supposons que ce systeme admette une 
solution unique. Nous allons determiner cette solution par le procede de reduction. 
D’apres la proposition 3.2.7, n = rgA = rg(Aib). On notera, au passage, que n 
est, dans ce cas, inferieur ou egal a m , par (3.21). D’apres 3.3.5, la matrice 
augmentee (A;b) peut etre reduite a la forme echelonnee par des operations 
elementaires sur les lignes. Puisqu’en vertu de 3.3.10 les rangs de A et de (Aib) ne 
sont pas modifies par les operations de reduction, la matrice echelonnee aura la 

forme fait ■ • • •••*!) 

*2 


a' m sont les pivots. Le systeme associe a cette matrice augmentee 


ou a, ,, a 2; , ..., a m sont les pivots. Le sy: 
s’ecrit 

a',|X, + a\ 2 *2 + - + a'|^c„ = b\ 
a' 22 x 2 + ... + a' 2jt x n = b 2 


a nrr x n b n • 

D’apres 3.4.1, ce systeme est equivalent au systeme initial. Les inconnues x,, x 2 , 
.... x„ peuvent etre determinees dans l’ordre inverse, en resolvant les equations 
successivement de la demiere a la premiere, par substitution. 

A titre d’exemple, nous allons resoudre le systeme 

x, + x 2 + 2x 3 - 3 x 4 = 1 

2x, + 3x : + 6x 3 - 5 x 4 = 2 

3x, - x 2 + 2x 3 - 7 x 4 = 5 

x, + 2x, -l- 3xj — x 4 = — 1 . 

Reduisons d’abord la matrice augmentee a la forme echelonnee: 


2 -3 1 

6-5 2 

2-7 5 

3 -1 -1 


L 2 - 2L, 
L 3 - 3L, 
L 4 -L, 


1 1 2-3 1 

0 12 10 
0-4-4 2 2 

0112-2 


«Lj + 4L 2 ) 
l 4 — L 2 


112-31 
0 12 10 
0 0 2 3 1 

0 0 -1 1 -2 2L 4 + L, 


1 1 2-3 1 
0 12 10 
0 0 2 3 1 
0005-3 
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Le systeme associe a cette matrice augmentee s’ecrit 
x, + x 2 + — 3* 4 = 1 

* 2 + 2*j + * 4 = 0 

2*3 + 3*4 = 1 

5*4 = -3. 

La demiere equation determine * 4 , puis la troisieme * 3 et ainsi de suite. L’unique 
solution du systeme est 



3.4.3 Resolution d’un systeme lineaire dans le cas general 

Considerons a nouveau un systeme de m equations a n inconnues, de matrice 
associee A = (a tf ) et de second membre b = (£*). Si la matrice A est nulle, ce 
systeme n’admet de solutions qu’a la condition que b aussi soit nul. Sous cette 
condition, l’ensemble des solutions est manifestement lR". Si la matrice A est non 
nulle, nous transformons la matrice augmentee (Ajb) en une matrice echelonnee, 
selon ce qui a ete etabli dans 3.3.5. Le resultat de cette transformation est soit une 
matrice de la forme 

a I>l ■ • - • • • a in 

■ ■ ■ ■ ■ ■ a 'ln b} 

, (3.23) 

0 1 tin, ... a', n K 

ou Oy , a'y r ..., a' rjr sont les pivots, soit une matrice de cette meme forme, mais avec 
un pivot supplemental b ' r+ , dans la demiere colonne. Dans le deuxieme cas, le 
systeme n’admet aucune solution, car la demiere colonne n’est pas combinaison 
lineaire des autres colonnes. Dans le premier cas, le rang de la matrice associee au 
systeme est egal au rang de la matrice augmentee, done le systeme admet au moins 
une solution, d’apres la proposition 3.2.7. Pour trouver l’ensemble des solutions, 
nous ecrivons d’abord le systeme reduit equivalent au systeme initial: 


( 

( 

( 

c 

( 

( 


a \j\ X i\ + - - + a \nX„ = b\ 

a Vi x n + ■■■ ■■■ + <6* = b 2 (3.24) 

a' rJ x Jr + ... + = b' r . 

Nous attribuons ensuite des valeurs arbitrages a,, a 2 , ..., a„_ r aux n — r inconnues 

d’indice j different de —,j r (s’il n’y a pas de telles inconnues, le systeme se 
reduit au systeme (3.22)). En groupant alors les termes contenant les valeurs a ; 


r 
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dans le second membre, nous obtenons un systeme de r equations a r inconnues 
(appelees inconnues principals) que nous resolvons comme il est indique dans 
3.4.2. La solution s’exprimera en fonction des valeurs a ; , ces valeurs jouant le role 
de parametres. 

Resolvons, par exemple, le systeme 

5*, + 10* 2 + 11*3 - * 4 + * 5 - 41* 6 = 0 

-3*, - 6*2 - 7*3 + *4 - *5 + 27* 6 = 0 (3 .25) 

6*, + 12*2 + 14*3 - 2*4 + 2* 5 - 52* 6 = 6 

2*, + 4*2 + 5*3 - *4 + - 19*6 = 3 - 

La matrice augmentee associee a ce systeme est la matrice (3. 1 8). Par des opera- 
tions elementaires sur les lignes, cette matrice a ete reduite a la forme echelonnee 
(3.19). Le systeme associe i la matrice sous cette forme s’ecrit 


*. + 2*2 + * 3 + * 4 - * 5 - 3* 6 = -6 

— *3 + * 4 - * s + 5*4 = -3 (3.26) 

2*4 = 6 . 

Posons 

*2 = a,, * 4 = a 2 > x i = a 3> (3-27) 

ou a„ a 2 et a 3 sont des nombres arbitrages. Le systeme 

*! + *3 — 3*4 = —6 — 2a, — a 2 + a 3 

— *3 + 5*4 = -3 — a 2 + a 3 
2*6 = 6 

peut alors etre resolu, par substitution, de la demiere a la premiere equation. La 
solution generate est 

*, = —15 — 2a, — 2a 2 + 2a 3 

*2 = a, 

x, = 18 + a 2 - a 3 (3.28) 

*4 = a 2 



3.4.4 Utilisation de la forme echelonnee simplifiee 

Lorsque le systeme a resoudre admet plus d’une solution, il est souvent plus 
commode de poursuivre la reduction jusqu’a la forme echelonnee simplifiee. On 
peut alors resoudre le systeme reduit, comme dans 3.4.3, en attribuant des valeurs 
arbitrages aux inconnues dont l’indice n’est pas 1 indice de colonne d un pivot et 
en exprimant les autres inconnues en fonction des valeurs attribuees. 
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Par exemple, le systeme (3.25) est equivalent au systeme associe a la matrice 
augmentee (3.20) (obtenue par reduction de la matrice (3.18) a la forme echelonnee 
simplifiee): 

x, + 2x 2 + 2x 4 — 2x s = — 1 5 

Xj — x 4 + x s — 18 

*6 = 3. 

On resout ce systeme en posant x 2 = a,, x 4 = a 2 , x s = a, et en ecrivant, sans plus 
aucun calcul, x,, x 3 , x 6 en fonction de a,, a 2 , a 3 . Le resultat est la solution (3.28). 





1 

| 

:k 

'* 


3.4.5 Resolution simultanee de plusieurs systemes lineaires 

Pour resoudre plusieurs systemes associes a une meme matrice A = (aj et 
dont les seconds membres sont b = (b), c = (c,), d = (d), ..., il y a avantage a 
effectuer les operations de reduction une seule fois sur la matrice A augmentee des 
colonnes b, c, d, .... 

Par exemple, pour resoudre les deux systemes 

x, + x 2 + 2x 3 =1 x, + x 2 + 2 x 3 = 3 

3x, + 2x 2 + 3.x, = 4 3.x, + 2.x 2 + 3x 3 = —3 

5x, + 4x 2 + 7x 3 = 6, 5x, + 4x 2 + 7x 3 = 3, 

on reduit la matrice associee, augmentee des deux seconds membres, a la forme 
echelonnee simplifiee: 


1 

1 

2 

1 

3' 



3 

2 

3 

4 

-3 

- 

L 2 + 3L 

5 

4 

7 

6 

3 ; 

l 3 

-5L, 

1 

1 

2 

1 

3 

L, 

-l 2 

0 

1 

3 

-1 

12 



0 

-1 

-3 

1 

-12 

l 3 

+ l 2 

'1 

0 

-1 

2 

-9 



0 

1 

3 

-1 

12 



0 

0 

0 

0 

0 




Les deux systemes reduits s’ecrivent alors 

x, - x, = 2 x, - x, = -9 

x 2 + 3x, = —1, x 2 + 3x 3 = 12. 

On obtient les solutions en attribuant une valeur arbitraire a a l’inconnue x, et en 
exprimant les deux autres inconnues en fonction de a: 


x, = 2 + a 
x 2 = — 1 — 3a 
x 3 = a, 


x, = -9 + a 
x 2 = 12 - 3a 
x, = a. 
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3.4.6 Choix du pivot 

Lorsqu’on resout un systeme par reduction a la forme echelonnee en calcu- 
lant avec un nombre limite de chiffres significatifs, on amoindrit les erreurs 
d’arrondi en choisissant, parmi les coefficients pouvant jouer le role de pivot, le 
plus grand en valeur absolue. Le choix d’un pivot petit en valeur absolue diminue 
la precision des calculs. Les erreurs proviennent, en eflet, de I'addition a certains 
coefficients de multiples d'autres coefficients divises par un pivot. Ces erreurs 
seront d'autant plus petites que le pivot est grand en valeur absolue. 


3.4.7 Nombre d’operations 

Le nombre d’operations necessaires pour resoudre un systeme de n equa- 
tions a n inconnues par reduction de la matrice augmentee associee a la forme 
echelonnee est, pour n grand, de l’ordre de /» 3 . La preuve de cette assertion est 
laissee comme exercice. 


3.5 STRUCTURE ET DIMENSION DE L’ENSEMBLE 
DES SOLUTIONS 


3.5.1 Introduction 

Pour etudier [’ensemble des solutions d’un systeme, il est utile de considerer 
toute solution comme un vecteur-colonne de lR", ou n est le nombre d’inconnues 
de ce systeme. L’ensemble des solutions est alors un sous-ensemble de R" dont 
nous allons examiner la structure. 


3.5.2 Systemes lineaires homogenes 

Considerons un systeme homogene de m equations a n inconnues et de 
matrice associee A = (a, y ). Il est clair que 0 est une solution (appelee solution nulle 
ou triviale). En outre, toute combinaison lineaire a,x, + a 2 x, = (a,xj + a,xj) de 
solutions x, = (xj) et x 2 = (xj) est egalement une solution, car 

n n n 

£a ly (a,xj + a 2 xj) = a, Sa, y xJ +• a 2 2 a i; xj = 0, / = 1, 2 , ..., m. 
i= i ‘ i - 1 J - 1 

Cela montre que l’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de 1R". Si 
A est la matrice nulle, il est evident que ce sous-espace est 01" lui-meme. Ecartons 
ce cas et reduisons A a la forme echelonnee simplifiee. Supposons, pour alleger 
l’exposition, que la matrice reduite soit de la forme particuliere 
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1 a\ 2 0 a' l4 0 a' l6 a\ 2 

0 0 1 a 24 0 ^26 

0 0 0 0 1 a' i6 a 21 

0 0 0 0 0 0 0 


En procedant comme il est indique dans 3.4.4, c’est-a-dire en attribuant aux 
inconnues x 2 , x 4 , x 6 , x n des valeurs arbitraires a,, a 2 , a } , a 4 , nous voyons que la 
solution generale du systeme s’exprime par 


Designons les quatre vecteurs-colonnes du second membre de (3.30) par x h x 2 , x 3 
et x 4 . Ces vecteurs sont des solutions du systeme (x, s’obtient en posant a, = 1 et 
(Xj = 0 pour j yt i) et, de plus, its sont lineairement independants. En outre, d'apres 
(3.30), toute solution du systeme est combinaison lineaire de ces quatre vecteurs. 
Ils foment done une base du sous-espace vectoriel des solutions, ce sous-espace 
etant par consequent de dimension 4. On remarquera que 4 est egal au nombre 
d’inconnues moins le rang de A. Le raisonnement dans le cas general est le meme 
et entraine la proposition 3.5.3. 

3.5.3 Proposition 

Les solutions d’un systeme lineaire homogene a n inconnues forment un 
sous-espace vectoriel de 51" de dimension n — r, our est le rang de la matrice associee 
au systeme. 

Le corollaire suivant derive egalement de la proposition 3.2.7. 

3.5.4 Corollaire 

Pour qu’un systeme lineaire homogene a n inconnues n’admette que la solution 
nulle, il faut et il suffit que r = n, our est le rang de la matrice associee au systeme. 

En raison de (3.21), un systeme homogene dont le nombre d’equations est 
inferieur au nombre d’inconnues admet done toujours des solutions non nulles. 


3.5.5 Systemes lineaires dont le second membre n’est pas nul 

Considerons un systeme de m equations a n inconnues, de matrice associee 
A = (p, y ) et de second membre b = ( b ). Supposons que ce systeme admette au 
moins une solution x 0 = (xj). Si y = (y ; ) est aussi une solution, alors 
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2 a ly } - xf) = 2 a^j - Z a t jx) = b, - b, = 0, i - 1, 2, ...,m, 
j - i j - 1 i - 1 

ce qui montre que y - x 0 = (y, - xj) est une solution du systeme homogene 
associe et done que toute solution du systeme s’obtient en additionnant a Xq une 
solution du systeme homogene associe. Compte tenu de la proposition 3.5.3, la 
solution generale s’ecrit done sous la forme 

X = Xo + oqx, + a 2 x 2 + ... + «„_rX„_, , (3.31) 

ou a,, a 2 a„_, sont des nombres arbitraires et x,, x 2 , .... x„_, foment une base 

du sous-espace vectoriel des solutions du systeme homogene associe (si r = n, la 
solution x„ est unique). 11 en resulte que l’ensemble des solutions du systeme est 
un sous-espace affine de 1R", plus exactement le sous-espace affine 

Xo + 5, ‘ (3-32) 

ou S designe le sous-espace vectoriel des solutions du systeme homogene associe 
(cf. exemples (3) et (4) de 1.9.7). 

Les resultats obtenus sont resumes dans les paragraphes 3.5.6 a 3.5.9. 

3.5.6 Proposition 

Toute solution dun systeme lineaire admettant au moins une solution Xo 
s’obtient en additionnant a Xg une solution du systeme homogene associe. 

3.5.7 Proposition 

L’ensemble des solutions d’un systeme lineaire a n inconnues admettant au 
moins une solution est un sous-espace affine de R" de dimension n — r, ou r est le 
rang de la matrice associee au systeme. 

D’apres cette proposition, un systeme lineaire dont le nombre d’equations 
m est inferieur au nombre d’inconnues n n’admet en aucun cas une seule solution, 
car n — r > m — r 5= 0. 

3.5.8 Corollaire 

Pour qu ’un systeme lineaire admette une solution unique, ilfaut et il suffit qu ’il 
admette au moins une solution et que le systeme homogene associe n’ait que la 
solution nulle. 

Si le nombre d’equations m, le nombre d’inconnues n et le rang r sont egaux, 
le rang de la matrice augmented associee au systeme ne peut etre superieur a r. 
Dans ce cas, la proposition suivante peut etre consideree comme corollaire de la 
proposition 3.2.7. 
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3.5.9 Proposition 

Un systeme lineaire de n equations a n inconnues admet une solution unique 
si et seulement si le rang de la matrice associee au systeme est n. 


3.6 EXERCICES 


3.6.1 A quelle condition doit satisfaire le coefficient a, pour que le systeme 

x 2 + x 3 = b, 
x, 4- x 3 = b 2 
x \ + x 2 + ax } = b 3 

admette au moins une solution quel que soit le choix de 6 ,, b 2 et b } 1 Cette condition 
etant remplie, ce systeme a-t-il plus d’une solution? 

3.6.2 Dans chacun des cas suivants, dire, sans le resoudre, si le systeme n’a 
aucune solution, une seule solution, plus d’une solution: 

(a) 2x, - 2 x 2 4- 4*3 = 1 (b) 5x, — 3x 2 — x 3 + 4 x 4 = 6 

4" 3 x 2 6 x 3 = 2 — x, 4 * 2 x 2 4 * x 3 — x 4 — — 2 

x, - x 2 4- 2x 3 = 1. 2x 2 - 2x 3 4 - 3x 4 = 3. 

(c) 2x, 4- x 2 4- 5x 3 = 3 

x, - 2x 2 - 2x 3 = - 1 

-3x, 4- 2x 2 4- Xj = -1 

3x, - 3 x 2 - 2x 3 = 0. 

3.6.3 Determiner le polynomep de degre 3 qui satisfait a i’equation differen- 
tielle p(t) 4 - 'p(t) — p(t) + t — t 3 = 0 , ou le point designe la derivation par rap- 
port a t. 

3.6.4 Reduire les matrices suivantes a la forme echelonnee: 

'3 2 5 -1 2 1 2 -1 -1 4 -1 2 

4-123-3 -321-32-3 

-23-114’ 43-4205' 

5 -2 2 1 2 5 1 0 -3 4 -2 

* t 

3.6.5 Decrire I’ensemble des triplets (a, b, c) rendant le rang de la matrice 

1 1 a b 

-12 be 

2—1 c a 

egal a 2 . 


\ 
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3.6.6 Soit a 2 , .... a n des nombres distincts et k un entier positif inferieur 
a n. Montrer que le rang de la matrice 

1 a, ar? . . . of 
l a 2 a\ ... a$ 


l <>n 

est egal a k 4- 1. 

3.6.7 A quelle condition doivent satisfaire b,, b 2 et b 3 pour que le systeme 

x, 4- 2x 2 — 3 x 3 — b { 

2x, 4- 6 x 2 — llxj = b 2 
x, — 2x 2 4- 7x 3 = b 2 

admette au moins une solution? 



( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

f 

( 

( 

( 


3.6.8 Dans un espace affine de dimension 4 muni d’un repere, on considere 
les deux plans d’equations parametriques respectives 


X, = 

1 4- a, 

4- 2a 2 

*1 = 

2 4- a\ 

4- 2a 2 

*2 = 

-1 - a, 


*2 = 

-2 

4- 2a; 

*3 = 

2 4- 3a, 

- a 2 

*3 = 

5 4- a', 

- 5a; 

*4 = 

1 4- a. 

4- a 2 . 

*4 = 

2 4- 2a; 

4- 3a; 


Trouver 1’intersection de ces deux plans. 


3.6.9 Reduire la matrice augmentee associee au systeme ( 

3x, — 3x 2 - x 3 4- 2x 4 — 9x s = 13 ( 

x, - x 2 4- 2x 3 - x 4 - 6x s = -6 ( 

x, — x 2 4- Xj 4- x 4 - 6x s = 1 

-x, 4- x 2 - Xj - 2x 4 4- 7x s = -3 ( 

a la forme echelonnee, puis en tirer la solution generale du systeme. ( 

3.6.10 Resoudre le systeme 
ax, 4- bx 2 4- cx 3 = 1 

a 2 x, 4- b~x 2 4- <?x 2 = 1 ( 

a 3 x, 4- b 3 x 2 4- c 3 x 3 =1. ^ 

ou a, b etc sont des nombres distincts et non nuls. , 


3.6.11 Par reduction simultanee, resoudre les deux systemes associes a la ( 

matrice ^ 

( 
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dont les seconds membres respectifs sont 



3.6.12 Resoudre le systeme 


= bx 2 + 1 
x 2 = a x \ + bx j + 1 

x 2 = ax 2 + bx A +1 


ax„- 2 + bx„ + 1 

x " = “ x «-i + 1 , 


°“ a et b sont des nombres distincts non nuls dont la somme est 1 
(Poser x 0 = x n+i = 0, introduce de nouvelles inconnues y ■ = x — x 
) — 1,2, .... n + 1, et resoudre recursivement.) 




Chapitre 4 


Algebre matricielle 


4.1 OPERATIONS SUR LES MATRICES 


4.1.1 Introduction 

Definies dans le chapitre precedent en vue de faciliter l’etude des systemes 
lineaires, les matrices deviendront, des maintenant, des objets pouvant se lier les 
uns aux autres, en accord avec des regies que nous etablirons. 


4.1.2 Addition de matrices 

Soit A = (a,-,) et B = (b :j ) des matrices de type m x n. On appelle somme de 
A et B, et on note A + B, la matrice C = (c, y ) de type m x n dont les termes sont 
definis par la relation 

C H ~ a u b y 

L’operation qui associe a tout couple de matrices du meme type leur somme est 
appelee addition matricielle. Exemple: 

a \\ a t2 a 13 ^11 ^12 b l3 _ a ll+^ll fl l2 + ^12 a 13 + ^l3 

a 2l a 22 a 22, p2\ b 22 b 22 a 2\ + ^21 a 22 + ^22 fl 23 + ^23 

De toute evidence, l’operation d’addition matricielle est associative et com- 
mutative: 

(A + B) + C = A +■ (B -f- C), A + B = B + A. 

L’element neutre est la matrice nulle et la matrice opposee de A = (a, y ) est la 
matrice — A = (— a :j ). 

Si A et B sont des matrices du meme type, la matrice A + (— B) est notee 
plus simplement A — B et appelee difference de A et B. L’operation qui associe a 
tout couple de matrices du meme type leur difference est appelee soustraction 
matricielle. 

L’addition matricielle s’etend de maniere evidente au cas d’une famille finie 
quelconque de matrices du meme type. 
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4.1.3 Multiplication d’une matrice par un scalaire 

On appelle produit du nombre a par la matrice A la matrice, notee aA, dont 
les termes sont ceux de A multiplies par a. L’operation consistant a effectuer le 
produit d’un nombre par une matrice est appelee multiplication par un scalaire. 
Exemple: 

a a n a l2 a l3 _ aa ll aa l2 aa 13| 

, a 2l a 22 a 2i aa 2\ a< ?22 aa 23 J 

Les proprietes suivantes decoulent immediatement des definitions: 

(a) (a + P)\ = aA + PA. 

(b) a(A + B) = aA + aB. 

(c) a(/?A) = (ap)A. 

(d) (— 1 )A = -A, OA = O, aO = O. 


4.1.4 Espaces vectoriels de matrices 

Muni des operations d’addition et de multiplication par un scalaire, l’ensem- 
ble des matrices de type m x n devient un espace vectoriel de dimension mn. Les 
matrices dont un des termes est egal a 1 et les autres sont nuls forment une base 
de cet espace appelee base canonique. 


4.1.5 Multiplication de matrices 

Soit A = (a :j ) une matrice de type m x n et B = (b ]k ) une matrice de type 
n x p. On appelle produit de A et B, et on note AB, la matrice C = (cj.) de type 
m x p dont les termes sont definis par la relation 

n 

C ik - a i\t>\k + *if>7 k + - + a iJ>nk = 2 Gijbjk • (4.1) 

y-i 

L’operation qui associe a tout couple de matrices leur produit (lorsque celui-ci est 
defini) est appelee multiplication matricielle. Exemples: 

a u a l2 b n b, 2 b u _ a n Z> u + a l2 A :i <2 M *i2 + <*12*22 a n*i3 + <*12*23 

, a 21 a 22 J 1*21 *22 *23 ( a 2l*ll + a 22*2l a 2l*l2 + a 22*22 a 2l*l3 + a 22*23. ’ 

h ■ ■ ■ «.)[*«' 

*2 

= [a,6 t + ad> 2 ... + 

K 
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< 2 ,*, < 2 , 6 2 

a 2 b | a 2 b 2 


a n b \ 0„*2 


a \ b « 
«2 b n 


a„b„ 


On retiendra que le produit AB n’est defini que si le nombre de colonnes de 
A est egal au nombre de lignes de B. Schematiquement, cela peut s’exprimer ainsi: 


P n p 


m | C — A B , 


ou encore 

m x p = (m x n)-(n x p). 

En particular, la multiplication est toujours possible entre matrices carrees du 
meme ordre. 

Le terme d’indices /', k du produit AB est, selon ( 4 . 1 ), le produit scalaire de 
la /'-ieme ligne de A par la A>ieme colonne de B, toutes deux considerees comme 
des vecteurs de IR". 

La multiplication matricielle n’est pas une operation commutative. En fait, 
le produit BA n’est pas necessairement defini lorsque AB Test. D’autre part, les 
produits AB et BA peuvent etre definis et ne pas etre du meme type. Mais meme 
lorsqu’ils sont du meme type, ils sont generalement differents, comme le montre 
l’exemple simple suivant: 

1 0] [0 lj _ [0 l] (0 l] [l 0] [0 0 

0 oj [l oj [o Oj ’ [l oj [o 0J _ [ 1 O' 

En revanche, la multiplication matricielle est une operation associative et 
distributive. Plus precisement, chacune des egalites suivantes est vraie, a la seule 
condition que 1 ’un de ses deux membres soit defini (l’autre I’est alors egalement): 


(a) A(BC) = (AB)C (associativite). 


(b) A(B + C) = AB + AC 

(c) (A + B)C = AC + BC 


(distributivite). 


II est en outre evident qu'a la meme condition, 

(d) (aA)(y?B) = (a 0 )AB. 

A titre d’exemple, demontrons (a). Soit A = (a,-,), B = (b jk ) et C = (c k j) des 
matrices respectivement de type in x n, n x p et p x q. Le terme d’indices »', / de 
A(BC) est 

E.,(ZV.,) 
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et le terme de memes indices de (AB)C est 

S'agissant de sommes finies, l'ordre des sommations sur j et sur k peut etre inverse, 
ce qui montre l'egalite des deux expressions. 


4.1.6 Produits de plusieurs facteurs et puissances 

On definit un produit matriciel de plusieurs facteurs par une succession de 
produits de deux facteurs. Grace a l’associativite, un tel produit peut s’ecrire sans 
parentheses. Par exemple, ABCD designe la succession de produits ((AB)C)D. 

Si A est une matrice carree, le produit AA ... A ( k facteurs) est designe par 
A* et appele puissance k-ieme de A. Par convention, A 0 = I. II est evident que 

A* A' = A* w et (A *)' = A*', (4.2) 

ou k et / sont des entiers non negatifs. 

4.1.7 Exemples et remarques 

(1) Void deux exemples de multiplication par la matrice-unite I 3 : 

[ a u fl i 2 “uj [■ 0 0| = fa,, a, 2 a, 3 | 

[a 2 , a 22 a 23 0 1 0 a 2 , a 22 a 23 

0 0 1 

10 0 a,, a, 2 a, 3 a,, a, 2 a, 3 

0 10 a 2 , a 22 a 23 = a 2 , a 22 a 23 

0 0 1 a 3 , a 32 a 33 a 3 , a 32 a 33 

D’une maniere generate, on constate aisement que la matrice-unite joue le role 
d’element neutre de la multiplication matricielle, autrement dit que 

A 1 , = A et I„A = A, 

pour toute matrice A de type m x n. Grace a la propriete (d) de 4.1.5, il s’ensuit 
que 

A(al„) = aA et (aIJA = aA. 

(2) On dit que deux matrices carrees du meme ordre A et B commutent, ou 
que 1’une des deux commute avec l’autre, si AB = BA. Nous venons de voir que 
les matrices al„ commutent avec toutes les matrices carrees d’ordre n. Ces matrices 
sont d’ailleurs les seules qui jouissent de cette propriete (cf. exercice 4.7.5). A noter 
que si A et B commutent, 

(A + B) 2 = A 2 + AB + BA + B 2 = A 2 + 2AB 4- B 2 . 

Plus generalement, sous la meme hypothese, il est facile de constater, par recur- 
rence sur k, que 


N 



t 
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(A + B) * = r?oW A ' B ‘ 

ou k designe un entier positif. 


( formule du binome). 


(3) Il est evident que AB = O si A = O ou B = O Mais le produit AB peut 
etre nul sans que A ou B soient des matrices nulles, comme le montre l’exemple 
simple suivant: 


0 a c 
0 b [O 


Il est done aussi possible que 
AB = AC, 

sans que A = O ou que B = C. 

(4) En posant a = d = \ et b = c = 0 dans l’exemple ci-dessus, nous 
voyons que le carre d’une matrice non nulle peut etre nul. A 1 aide de la multiplica- 
tion par blocs, nous verrons que la puissance n-ieme de toute matrice carree de la 
forme 

0 a l2 a i3 • ■ • a i" 

0 0 a u . . . a*, 


0 0 0 ... 

0 0 0... o 

est la matrice nulle. 

D’une maniere generale, on appelle matrice nilpotente toute matrice carree 
A telle que A* = O pour un entier positif k. 

(5) L’operation de multiplication matricielle permet d’exprimer tout sys- 
teme lineaire sous la forme d’une equation matricielle. En effet, resoudre un 
systeme de matrice associee A = (a tJ ) et de second membre b = (h,) revient a 
chercher les matrices-colonnes x = (*,) telles que 

Ax = b. 


ou encore. 
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(6) Soit A une matrice de type m x n. Si Ax = 0 pour tout vecteur-colonne 
x de R", alors A est la matrice nulle. Cela decoule immediatement de la proposition 
3.5.3, mais se demontre egalement en observant que Ax est la j'-ieme colonne de 
A si x est le y-ieme vecteur-colonne de la base canonique de R". 

L’assertion suivante en est un corollaire: 

Soit A et B des matrices de type m x n. Si Ax = Bx pour tout vecteur- 
colonne x de R", alors A = B. 

(7) On appelle trace d’une matrice carree A, et on note trA, la somme des 
termes diagonaux de A. 

Si A = (a,y) et B = (b, y ) sont deux matrices carrees d’ordre n, 

tr(AB) = tr(BA). (4.5) 


En effet. 


tr(AB) = i(ia^ = Vv) = 


4.1.8 Multiplication matricielle par blocs 

On dit qu’une matrice A est partagee en sous-matrices si elle est de la forme 

A,, A 12 . . . A, r 
A 2 | Ajj ... At, 


a ?i A ?2 . . . A p 

ou A,y est, pour / = l,2,...,qelj - 1, 2, ..., r, une matrice dont le nombre de lignes 
est independant de j et le nombre de colonnes independant de i. 

On peut multiplier des matrices partagees en sous-matrices, en operant 
comme si chaque sous-matrice etait un terme ordinaire d’une matrice. La seule 
condition que doivent remplir les partitions est que les produits matriciels entrant 
en jeu soient definis. On appelle ce mode de multiplication multiplication matricielle 
par blocs. 

Voici un exemple: 





p 

P' 

P" 

A i|Bn 

A i|Bi: 

A II®13 

+ 

+ 

+ 

A I2®21 

A I2®22 

A 12^23 

A 2 |B|, 

A 2|B|2 

A 21®13 

+ 

+ 

+ 

AjrBjl 

AriBn 

A 22®23 
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D’une maniere generate, si A est la matrice (4.6) et 

B,, B 12 . . . B u 
B 2 , Bt 2 . . . Bj, 


[b„ B,t . B„J 

sous reserve que les produits A iy B, t soient definis pour tout choix des indices ij, k, 

C„ C l2 . . . C|, 

AB = C 2I C 22 ’ • • C 2» 


[^1 Cq2 * * * 

OU 

C* = A il®l* + ^ ^ 

En vue d’applications ulterieures, nous allons utiliser la multiplication par 
blocs pour calculer le produit AB, sous l’hypothese que B est partagee en vecteurs- 
colonnes. II vient: 


= Ab, 


Comme deuxieme application, nous nous proposons de demontrer, par 
recurrence sur n, que la puissance n-ieme de la matrice (4.4) est la matrice nulle. 
Pour n = 1 il n’y a rien a demontrer. Supposons que Aj_j = O et partageons A„ 
de la maniere suivante: 





= 

A„_i 






o 

o 

o 

0 


En multipliant par blocs, nous voyons aisement que 

: X 

. 2 *2 : .. A" -1 = 

A„ = A„_| , — . 


0 0 . . . 0 


0 0 ... 0 



(' 
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ou les croix occupent la place de termes numeriques qu’il n’est pas necessaire de 
specifier. Mais alors 



ce qui acheve la demonstration. 


4.1.9 Transposition d’une matrice 

On appelle transposee d’une matrice A = (a (j ), et on note 'A = (a' y ) la 
matrice dont les lignes sont les colonnes de A (et, par consequent, les colonnes sont 
les lignes de A). Entre les termes de 'A et ceux de A il y a done la relation 


4 = a,,- 

En outre, 'A est de type n x m si A est de type m x n. 
Voici un exemple de transposition: 


^ _ a u a l2 
a 2l a 22 




(4.9) 


On notera que l’operation de transposition laisse toute matrice de type 
1 x 1 inchangee, transforme les matrices-lignes en matrices-colonnes et les matri- 
ces-colonnes en matrices-lignes. 

Chacune des egalites suivantes est vraie chaque fois que Fun de ses deux 
membres est defini (l’autre l’est alors egalement): 


(a) '(A + B) = 'A + 'B. 

(b) '(aA) = a 'A. 

(c) '('A) = A. 

(d) '(AB) = 'B'A. 


La seule qui ne soit pas evidente est la demiere. En voici la preuve. Soit 
A = (a, y ) une matrice de type mx»etB = (b jk ) une matrice de type n x p. Le 

n 

terme d’indices k, i de '(AB) est le terme d’indices f , k de AB, e’est-a-dire E a^b Jk . 

n >- 1 

Le terme d’indices k , i de 'B'A est E b' kj a' jj . L’egalite a done bien lieu en vertu de 

7-i " 

(4.9). 

L’extension de (d) a une famille finie quelconque de matrices est immediate: 


(e) '(A|A 2 ... A k ) — , A k 'A k _ l ... 'A,. 


( 
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En particulier, lorsque A est une matrice carree (et k un entier positif), 

(0 '(A*) = ('A)*. 

4.1.10 Rang d’une matrice transposee 
Pour toute matrice A 
rg'A = rgA, 

car la famille des lignes et celle des colonnes d’une meme matrice ont le meme rang 
(cf. 3.3.10). 

4.2 MATRICES INVERSIBLES 

4.2.1 Introduction 

On sait que tout nombre non nul a admet un inverse unique, c est-a-dire un 
nombre, note or\ tel que acr 1 = 1. En est-il de meme pour les matrices? La 
reponse a cette question est negative. Par exemple, le produit de la matrice 



par une matrice quelconque 



n’est jamais I 2 , car 



Dans cette section, nous nous proposons d’etudier les matrices qui admet- 
tent un inverse et d’exposer une methode de calcul de cet inverse. 

4.2.2 Matrices inversibles 

On dit qu’une matrice carree A est inversible ou reguliere s’il existe une 
matrice B (necessairement carree et du meme ordre que A) telle que 

AB = BA = I. ( 41l) 

On notera que si AB = I et B'A = I, alors B = B', car B = B (AB) — 
(B'A)B = B. Lorsque A est inversible, la matrice B de la relation (4.1 1) est done 
unique. Elle est appelee matrice inverse de A et notee A . 
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4.2.3 Proposition 

Soil A une matrice carree. S'il existe une matrice B ( necessairement carree 
el du meme ordre que A) telle que AB = I ou BA = I, alors B verifie (4.11), 
autremenl dit, A est inversible el B = A -1 . 

Demonstration 

II sufFit de montrer que AB = I entraine BA = I. Soit n 1’ordre de A et de 
B. Le systeme homogene de matrice associee B n’admet que la solution triviale, 
car si x est une solution, 

x = ABx = A(Bx) = AO = 0. 

II s’ensuit, d’apres le corollaire 3.5.4, que le rang de B est n. Soit maintenant x un 
vecteur-colonne quelconque de IR". En vertu de la proposition 3.5.9, le systeme 
de matrice associee B et de second membre x admet une solution (unique) y. Par 
consequent, 

BAx = BA(By) = B(AB)y = By = x. 

Comme x est arbitraire, la remarque (6) de 4.1.7 nous permet de conclure que 
BA = I. 


4.2.4 Proposition. Kang d’une matrice inversible 

Une matrice carree A d ordre n est inversible si et seulement si son rang est n. 
Demonstration 

Supposons que A soit inversible. Alors A - ‘A = I, done le rang de A est n, 
d apres ce qui a ete etabli dans la premiere partie de la demonstration precedente. 
Reciproquement, supposons que le rang de A soit n. Le procede expose dans le 
paragraphe suivant demontre l’existence d'une matrice B telle que AB = I. 
D apres la proposition 4.2.3, A est done inversible. 


4.2.5 Calcul de la matrice inverse 

Soit A une matrice carree d’ordre n et de rang n. Nous nous proposons de 
resoudre l’equation matricielle 



** “ (4.12) 

ou X est une matrice carree inconnue. En vertu de (4.8), cette equation s’exprime, 
de maniere equivalente, par les n equations matricielles 

Ax, = e„ Ax 2 = e 2 , ..., 


Ax , = e„. 


(4-13) 
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ou x,, x 2 , ..., x, sont les colonnes de X et e,, e 2 , ..., e„ celles de I. Les equations (4. 1 3) 
sont l’expression matricielle de n systemes de matrice associee commune A et de 
seconds membres e h e 2 , .... e„. Suivant 3.4.5, ces systemes peuvent etre resolus 
simultanement en reduisant la matrice augmentee n fois 


a la forme echelonnee simplifiee. Compte tenu de 3.3.11, le resultat de cette 
reduction est une matrice de la forme 

; b u b n ... 
i b 2 1 b u • • • b-2„ 


... b ni 


Posons B = (b^) et designons par b,, b 2 , .... b„ les colonnes de B. Les solutions des 
n systemes reduits associes a la matrice augmentee (4.14) sont 

x, = b„ x 2 = b 2 , ..., x„ = b„. 

Par consequent, B est une solution de l’equation (4. 1 2). La proposition 4.2.3 nous 
permet alors de conclure que A est inversible et que B = A -1 . 

Une methode de calcul de la matrice inverse faisant appel aux determinants 
sera presentee dans 5.3.6. 


4.2.6 Proposition. Proprietes de (’operation d’inversion 

Soit A et B des matrices carries du meme ordre. 

(a) Si A est inversible. A -1 et ‘A le sont egalement et (A -1 ) -1 = A, ('A) -1 = '(A -1 ). 

(b) Si A et B sont inversibles. le produit AB lest egalement et (AB) -1 = B -1 A -1 . 

(c) Si le produit AB est inversible, A et B le sont egalement. 


Demonstration 

Assertion (a). Par definition de l’inverse, A est la matrice inverse de A -1 . 
D’autre part, en vertu de (d) de 4.1.9, 'A '(A -1 ) = '(A - ‘A) = 1 = 1, done, par la 
proposition 4.2.3, '(A -1 ) est la matrice inverse de 'A. 

Assertion (b). La conclusion procede encore de la proposition 4.2.3, car 
(AB)(B -1 A -1 ) = A(BB -1 )A -1 = I. 

Assertion (c). On peut ecrire A(B(AB) -1 ) = (AB)(AB) -1 = I, ainsi que 
((AB) -I A)B = (AB) -1 (AB) = I, d’ou la conclusion s’ensuit, grace a la proposi- 
tion 4.2.3. 
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4.2.7 CoroUaire. Inversion d’un produit de piusieurs facteurs et d’nne puissance 

Si A„ A 2 , .... A* sont des matrices inversibles du meme ordre, le produit 
A|A 2 ...A* est une matrice inversible et (A,A 2 ...A t ) _l = A^'A^.-Af 1 . En parti- 
cular, si A est une matrice inversible, la matrice A* Vest egalement pour tout entier 
posit if k et (A*) -1 = (A -1 )*. 


4.2.8 Remarques 

(1) On designe la matrice (A -1 )* plus simplement par A~*. La notion de 
puissance est ainsi etendue aux exposants entiers negatifs. A noter que lorsque A 
est inversible, les relations (4.2) sont vraies pour tous les entiers k et /; en outre, 
grace a (a) de la proposition 4.2.6, la relation (0 de 4. 1 .9 s’etend a tous les entiers k. 

(2) La somme de deux matrices inversibles n’est en general pas inversible. 
Par exemple, si A est inversible, —A 1’est egalement, mais A 4- (-A) = O ne Test 
pas. 


4.2.9 Exemples 

(1) La matrice-unite I est inversible et I -1 = I. 

(2) On constate facilement que 


’3 

0 

o]- 

3 _l 

0 

0 

0 

2 

0 

= 0 

2~ 

0 

0 

0 

-4 

0 

0 

-4"' 


Cet exemple sera generalise dans la section suivante. 

(3) Nous allons calculer la matrice inverse de 

1 2 -2 

A = 1 3-1 

2 1 ~ 5 . 

par reduction de (Ail) a la forme echelonnee simplifiee. Void la suite des transfor- 
mations : 

12-2100] [l 2 -2 1 0 0] L, - 2L 2 

1 3-1 0 1 0 Lj-L, 0 1 1-1 1 0 

2 1 -5 0 0 lj L 3 — 2L, [0 -3 -1 -2 0 1JL 3 +3L 2 

1 0 -4 3 -2 0] L, + 2L 3 [l 0 0 -7 4 2 

0 1 1-1 1 0 2L 2 - L 3 0 2 0 3 - 1 - 1 *L 2 

0 0 2 —5 3 1 j [o 0 2 -5 3 lj iL 3 
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La matrice inverse est done 

-14 8 4 

A-' = i 3 -1 -1 • 

-5 3 1 

(4) Nous nous proposons de calculer la matrice inverse de 

a —b —c —d 

b a d —c 
c —d a b 

d c -b a 

ou a, b, c et d sont des nombres non tous nuls. Les colonnes de A sont orthogonales 
deux a deux et de meme norme. Cela entraine aussitot que 

'AA = (a 2 + b 2 + <? + <P)l+- 

II en resulte que 

A " a 2 + b 2 + c 2 + d 2 ' 

(5) Soit A une matrice inversible d’ ordre m, B une matrice inversible d’ordre 
n et C une matrice de type m x n. Considerons l’equation matridelle 



ou X, Y et Z sont des matrices inconnues. En multipliant par blocs et en egalant 
les sous-matrices du produit ainsi obtenu a celles du second membre, nous voyons 
que 

AX = I m , BY = I„, AZ + CY = O. 

Les solutions de ces equations sont 

X = A"', Y = B 1 , Z = -A 'CB 1 . 




Ainsi, 


A C 
O B 


-l 


(4.15) 
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4.3 MATRICES CARREES PARTICULIERES 

4.3.1 Matrices de type 1 x 1 

Effectuees sur les matrices de type 1 x 1 (c’est-a-dire les matrices a un seul 
terme), les operations definies dans 4.1.2, 4.1.3, 4.1.5 et 4.2.2 se confondent avec 
les operations ordinaires sur les nombres. C’est pourquoi nous identifierons les 
matrices de ce type aux nombres. 

Grace a cette identification nous pourrons, par exemple, ecrire le produit 
scalaire canonique dans 1R" et la norme correspondante sous la forme 

(x | y) = 'xy, || x || = y/’xx. 

4.3.2 Matrices scalaires 

On appelle matrice scalaire toute matrice de la forme 

a 0 ... 0 
0 a ... 0 

al = 


[0 0 ... a 

Nous avons deja constate que la multiplication d’une matrice scalaire al par 
une matrice A est equivalente a la multiplication du nombre a par A: 

(a I)A = aA, A(al) = aA. 

4.3.3 Matrices diagonales 

On appelle matrice diagonale, et on note diag(a,, a 2 , ..., aj, toute matrice de 
la forme 

a, 0 . . . 0 
0 a 2 . . . 0 


0 0 ... a, 

Un calcul facile montre que 

diag(a,, a 2 a„)diag(6„ b 2 b n ) = diag (a,6„ a j/> 2 , .... aJ>J. (4.16) 

D’apres la proposition 4.2.4, une matrice diagonale est inversible si et 
seulement si ses termes diagonaux sont tous non nuls. Si cette condition est 
remplie, il decoule de (4.16) que 

(diag(a„a 2 , ...,a„))~' = diag(af‘, a," ',..., a,-’). 
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La formule (4.16) s’etend, de maniere evidente, au cas d’une famille finie 
quelconque de matrices diagonales. En particulier, 

(diag(a„ a 2 , ..., a„)) k = diag(of, 4 .... <£), (4.17) 

ou k est un entier quelconque ou un entier non negatif suivant que 
diag(u,, a 2 , .... a„) est inversible ou non. 

Plus generalement, 1’efTet de la multiplication d’une matrice (non necessaire- 
ment carree) par une matrice diagonale est le suivant: 



4.3.4 Matrices triangulaires 

On appelle matrice triangulaire superieure toute matrice de la forme 



On appelle matrice triangulaire inferieure la transposee d’une matrice triangulaire 
superieure. 

Pour qu’une matrice triangulaire superieure (inferieure) A soit inversible il 
faut et il sufflt que ses termes diagonaux a n , a 22 , .... a nn soient tous non nuls. Cette 
condition etant remplie, A -1 est encore une matrice triangulaire superieure (infe- 
rieure); en outre, les termes diagonaux de A -1 sont af, 1 , a^ 1 , ..., a~ l . Pour 
demontrer ces assertions, il sufTit d’observer l’effet des operations elemenUires sur 
la matrice (A: I), lorsqu’on la transforme en une matrice echelonnee simplifiee. On 
peut egalement proceder par recurrence sur n en s’appuyant sur la formule (4. 15). 
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4.3.5 Matrices symetriques 

On appelle matrice symetrique toute matrice egale a sa transposee. Entre les 
termes a tj d’une matrice symetrique il y a done la relation 

aj = V (4.18) 

Toute matrice diagonale est evidemment symetrique. Void un exemple de 
matrice symetrique non diagonale: 

'-1 2 5 

2 0 -1 . 

5 — 1 3 

L’inverse d’une matrice symetrique inversible est encore une matrice syme- 
trique, car, d’apres (a) de la proposition 4.2.6, 

'(A-') = ('A)”' = A- 1 . 

Si A et B sont des matrices symetriques du meme ordre, le produit AB n’est 
symetrique que si A et B commutent. En effet, d’apres la propriete (d) de 4. 1 .9, 

'(AB) = 'B'A = BA. 


4.3.6 Remarque 

L’addition et la multiplication par un scalaire de matrices de l’une quelcon- 
que des classes presentees dans cette section est une matrice de la meme classe. En 
d’autres termes, les matrices d’ordre n de chaque classe forment un sous-espace 
vectoriel de l’espace vectoriel des matrices carrees d’ordre n. 


4.4 RETOUR AUX OPERATIONS ELEMENTAIRES 


4.4.1 Matrices elementaires 

On appelle matrice elementaire toute matrice pouvant se deduire de la 
matrice-unite par l’une des operations elementaires definies dans 3.3.4. Toute 
matrice carree d’ordre 1 est done une matrice elementaire et toute matrice elemen- 
taire d’ordre superieur a 1 est de l’un des trois types suivants: 
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Type 1: I* (i / 0 se deduit de I par echange de la /-ieme et la /-teme ligne; par 
exemple, si i < /, 

1 . . o . . 0 . . o' 

0 . . 0 . . 1 ■ ■ 0 

h = ■ 

0 . . 1 . ■ o . . o 

0 . . o . . o . . 1 

r r 

/-ieme /-ieme 

Type 2: IJ (i * /) se deduit de I par addition a la /-ieme ligne du produit de la 
/-ieme ligne par le nombre a; par exemple, si / < /, 

1 . .0.-0. .0' 

0 . . 1 . • a . . 0 
1 ° = • 

0 . . 0 . . 1 • • 0 

0 . . 0 . . 0 . . 1 
T t 
/-ieme /-ieme 

Type 3: 1“ se deduit de I par multiplication de la /-ieme ligne par le nombre a; 
autrement dit, 

10 0 

0 1 0 

‘ 1 ... 

.. a ... ■ ♦-/-ieme 

' ' 1 

0 0 -1 

4.4.2 Effet de la multiplication par une matrice elementaire 

L’interet des matrices elementaires vient du fait qu’elles permettent d’expn- 
mer les operations de reduction d’une matrice par des multiplications matncielles. 
Supposons que I* 1J et 1“ soient d’ordre «. Alors, pour toute matnee A a « hgnes. 

(a) I A se deduit de A par echange de la /-ieme et la /-ieme ligne. 

(b) IJA se deduit de A par addition a la /-ieme ligne du produit de la /-ieme ligne 

par a. 

(c) I“A se deduit de A par multiplication de la /-ieme ligne par a. 



♦-/-ieme 
—l- ieme 


♦-/-ieme 

♦-/-ieme 


128 


Algebra matridcllc 


j 

1 


4.4.3 Transposee et inverse d’une matrice elementaire 

La transposee et I’inverse d'une matrice elementaire sont encore des matrices 
elementaires. Plus precisement: 

(a) X, = I * IJ' = I,/. 

(b) 'd5) = ii as-' = 1,7". 

(C) '(I“) = I", a,") -1 = I, 1 '" (a * 0). 

4.4.4 Matrices inversibles comme produits de matrices elementaires 

Selon 3.3.5, 3.3.7 et 4.4.2, toute matrice peut etre transforms en une matrice 
echelonnee ou en une matrice echelonnee simplifiee au moyen d'une suite finie de 
multiplications par une matrice elementaire. En particulier, pour toute matrice 
inversible A, il existe, vu 3.3.11, des matrices elementaires M,, M 2 , ..., M* telles 
que 

M,M 2 ... M t A = I. 

En multipliant les deux membres par (M,M 2 ... M t )~‘, nous en concluons, grace 
au corollaire 4.2.7, que 

A = (M,M 2 ... M t ) _l = M7 l M t -J 1 ...Mf‘, 

ce qui atteste que toute matrice inversible est un produit de matrices elementaires. 

4.5 FONCTIONS MATRICIELLES 

4.5.1 Polyndmes matriciels 

Si A est une matrice carree et f[x) = a 0 + a,.x + ... + a*.x* un polynome, 
nous poserons 

/(A) = a 0 I + a,A + ... + a*A*. (4.19) 

La fonction qui associe a toute matrice carree A la matrice /(A) est appelee 
polynome matriciel. 


4.5.2 Fonctions matricielles 

Nous pouvons definir des fonctions matricielles plus generates que les 
polyndmes a I’aide de series matricielles. Soit A une matrice carree d’ordre n. Nous 
dirons qu’une serie 

Iot*A* 

k = 0 


(4.20) 
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converge ( absolument ) si chacun des n 2 termes de la matrice 
I fl a t A‘ 

co nV erge° (absolument) quand / tend vers l’infini. Cette condition etant remplie, 
nous appellerons somme de la serie (4.20) la matrice formee des termes-l.mites. 
Cette somme est encore designee par l’expression (4.20). 

A noter que si la matrice A est nilpotente, la serie (4.20) se reduit a une 

somme finie, car A* = O pour tout entier k assez grand. 

Supposons qu’une fonction reelle/soit definie par une sene ent.ere dans un 

voisinage de 0: 

A*)- £«***, I *!.<'• (4 ' 21) 

*« 0 

La serie (4.20) converge alors absolument pour toute matrice carree A d’ordre a 
telle que || A || < r (cf. exercices 4.7.19 et 4.7.18), ou 




Pour une telle matrice A nous poserons 

00 

A A) = I a*A*. 


Dans le cas ou A est diagonale, cette definition de/(A) se reduit, grace a (4.17), a 
/(diag(a„ a 2 a„)) = diag(/(a,),/(a 2 >. <A a n))- (4 ' 24) 

4.5.3 Derivation de fonctions matricielies 

On dit qu’une matrice dependant d’un parametre reel t est derivable si tous 
ses termes sont derivables. Soit A (/) = (a„(t)) une matrice derivable. On appelle 
derivee de A(t) la matrice A(t) = (d.ft)), ou d.fl) designe la denvee de a„U). 

Les seules matrices derivables qui nous interessent se deduisent de (4.23) par 
substitution de fA a A: 

OC 

AtA) = E a/A*. 

* = 0 

D’apres ce qui a ete dit dans 4.5.2, cette serie converge absolument pour tout t tel 
que 


oil r est la borne apparaissant dans (4.21) (par convention r/0 = oo). En outre, 
At A) est derivable et 

(/((A))' = A/(fA), (4 ' 25) 


(4.25) 



130 


Algebre matricielle 


ou le point dans le premier membre indique la derivation par rapport a t de la 
matrice entre parentheses et/dans le second membre designe la derivee de/ Dans 
le cas ou/est un polyndme, cette relation resulte des calculs suivants: 

W'A))' = (aj. 4- a,/A + a/\ 2 + ... + a^A*)' 

= a, A + 2a 2 /A 2 + ... + ka^t*-' A* 

= A(a,I + 2a 2 /A + ... + ka/-' A*' 1 ) = A/(/A). 

Le cas general s’ensuit par passage a la limite. 


4.5.4 Exponentielle d’une matrice 

V exponentielle d’une matrice carree A s’obtient a partir de (4.21) en posant 
a k = \/k\ (dans ce cas, r = oo): 

exp( A) = Z±A‘ (4. 26) 

II est evident que exp(O) = I et exp(al) = el. En outre, si A et B commu- 


exp(A + B) = exp(A)exp(B). 

En effet, compte tenu de (4.3), 

exp(A)exp(B) = (£ 7U* Y Z V) = £(z — i— A*B'-*) 
\*_o A:! /\/_o /! / /-o\*-o k\(l— k)l ) 

00 i 

= Z -(A + B)' = exp(A + B). 
o 

En particulier, 

exp(A)exp(-A) = exp(A - A) = exp(O) = I, 
d’ou il resulte que exp (A) est inversible et 
(exp (A))" 1 = exp(-A). 

Appliquee a la fonction exponentielle, la relation (4.25) devient 
(exp(/A))‘ = A exp (/A). 


4.6 MATRICES DE TRANSITION 


4.6.1 Chalnes de Markov finies 

Imaginons qu’une particule occupe une parmi n positions possibles, desi- 
gnees par 1, 2, ..., n et appelees etats. Supposons qu’aux instants 0, 1, 2, ... la 
particule change d’etat de maniere aleatoire. Ce changement est gouveme par des 


Matrices de transition 


131 



probability appelees probability de transition. La suite des etats successifs occupes 
par la particule au cours du temps constitue ce que Ton appelle un processus 
stochastique. Si la probability de transition d’un etat i a un etat j ne depend que 
de i et de j, et non pas d’autres etats ou de 1’instant auquel le changement d'etat 
a lieu, on dit que le processus stochastique est une chaine de Markov homogene ou 
simplement une chaine de Markov. 

4.6.2 Matrices de transition 

Etant donne une chaine de Markov, designons par a tj la probability de 
transition de l’etat i a 1’etat j en une unite de temps. On appelle la matrice A = (a, y ) 
matrice de transition de la chaine. Cette matrice satisfait aux conditions suivantes: 

0 < a,j < 1, ij = 1,2, .... n, 

a,i + a a + ... + a m = l, i = 1, 2, .... n. 

La premiere condition exprime simplement le fait qu’une probability se mesure par 
un nombre compris entre 0 et 1 ; la deuxieme que la chaine passe, avec certitude, 
de i a un des etats 1, 2, ..., n. 

4.6.3 Loi initiate 

Supposons que l’etat initial de la chaine ne soit pas fixe, mais gouveme, lui 
aussi, par des probabilites: pf 1 est la probability qu’a 1'instant 0 la chaine occupe 
l’etat j. Ces probabilites satisfont aux conditions suivantes: 

0 « pf < 1, j = 1, 2, .... n, 

pf + Pf + ■■■ + pf = I- 

On appelle la matrice-ligne 

L‘°> = \pf pf . . . pf\ 
loi initiate de la chaine. 


4.6.4 Loi a 1’instant k 

La loi initiate et la matrice de transition d’une chaine de Markov determi- 
nent la probability de tout evenement lie a cette chaine. Par exemple, designons 
par pf la probability qu’a 1’instant k la chaine occupe l’etat j. On appelle la 
matrice-ligne 

L<*> = (pf pf • ■ • pf] 

loi de la chaine a 1’instant k. II est intuitivement clair que 

Pf = /»',% + Pfa v + - + Pf% 
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et, plus generalement, pour tout instant positif k, que 

pf = + />r% + ... + rf-v 

En termes matriciels cette relation s’ecrit 
L<*) = L^-'U. 

Par recurrence, il s’ensuit que 

L<*> = L (0, A*. (4.30) 

Nous voyons ainsi que la loi initiate et la matrice de transition permettent de 
calculer la loi de la chaine a n’importe quel instant. 


4.6.5 Exemple 

Un magasin vend deux marques m, et m 2 d’un certain produit et un client 
habituel de la maison achete m, avec probabilite 0,7 si son dernier achat etait m, 
et avec probabilite 0,4 si son dernier achat etait m 2 . Nous allons calculer les 
probability d’achat de m l et de m 2 lors du sixieme achat (l’achat initial est fait a 
1’instant 0). Nous avons a faire a une chaine de Markov a deux etats, l’etat 1 
designant la marque et l’etat 2 la marque m 2 . La matrice de transition de cette 
chaine est 




Supposons, par exemple, que la loi initiate soit 

L‘°> = [i !)• 

La loi a l’instant 5 est alors, d’apres (4.30), 


L< 5 > = L (0, A 5 


f , [0,57247 0,42753' 

“ [0, 57004 0,42996 


[0,57084 0,42914] . 


Lors du sixieme achat, les probability d’achat de m, et de m 2 sont done respective- 
ment 0,57084 et 0,42914. 

On peut se demander si l’influence du choix initial tend a disparaitre apres 
un grand nombre d’achats. Nous repondrons a cette question plus loin, lorsque 
nous disposerons des moyens necessaires pour etudier le comportement asympto- 
tique des puissances de certaines matrices (cf. 8.4.5). 


. I 

I 

I 
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4.7 EXERCICES 

4.7.1 Soit 



Calculer, lorsque la multiplication est possible, les produits AA, BB, AB, AC, BC, 
'CA, 'CB, CC, C'C. 
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4.7.2 Soit a,. a 2 , ..., a„ les colonnes d’une matrice A de type mx.net B„ 
B 2 , ..., B„ les lignes d’une matrice B de type n x p. Montrer que 

AB = a,B, + a 2 B 2 4 - ... + a„B„ 

4.7.3 Par reduction simultanee, trouver l’ensemble des solutions de l’equa- 
tion matricielle AX = B, ou 



1 

0 

1 

ll 

'2 

3' 

A = 

1 

1 

0 

1 et B = 

3 

5 


0 

0 

1 

lj 

5 

2 


( 

l ( 

( 

-( 


4.7.4 Ecrire la matrice 

1 2 3' 

A = 0 1 2 

0 0 1 

sous la forme 1 + B et calculer A*, pour tout nombre entier positif k, a l’aide de 
la formule du binome. 

4.7.5 Montrer que les seules matrices qui commutent avec la matrice 
0 1 

0 1 0 
0 1 

A = sont celles de la forme 

0 . . 

. 1 
0 

En deduire que les matrices qui commutent avec A et 'A sont de la forme ol. 
Relever, au passage, que si deux matrices commutent, aucune des deux, en general, 
ne commute avec la transposee de l’autre. 

4.7.6 Par recurrence sur k, demontrer que la formule du binome (4.3) 
s’applique a tout couple (A, B) de matrices carrees qui commutent. 
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4.7.7 Soit A une matrice de type m x n et de rang n. 

(a) Montrer que le rang de 'AA est n. (Multiplier les deux membres de 1’equation 
'AAx = 0 pat 'x, en deduire que Ax = 0 et appliquer le corollaire 3.5.4.) 

(b) En deduire que la seule solution de toute equation de la forme AX = O est 
X = O. 

4.7.8 Methode des moindres carres. Soit P,(a,, 6,), P 2 (a 2 , b 2 ), .... P„(a„, b„) 
n points de R 2 tels que a, ^ a, si i ^ j. Soit k un entier positif inferieur a n. Pour 
tout polynome p de degre inferieur ou egal a k, on pose 

# 2 (P) = (bi - P(a t )) 2 + (b 2 - pia-^f + ... + (b„ - p(a n )) 2 . 

Le but de cet exercice est de trouver le polynome p(t) = a 0 + a,t -f ... + a k t t qui 
minimise S(p). On designe par p le vecteur-colonne forme des coefficients inconnus 
a 0 , a,, .... a k et on pose 

1 fl{ . . . flf 

1 flj flj . . • a 2 

A = , b = 


(l °n £ • • • 

Les assertions suivantes sont a demontrer: . 

(a) 6(p) = || b - Ap ||. 

(b) S(p) est minimal lorsque Ap est la projection orthogonale de b sur le sous- 
espace vectoriel forme des vecteurs-colonnes Ax, x parcourant R* +l . 

(c) Ap est cette projection lorsque p est l’unique solution de l’equation 

'AAp = 'Ab. 

(Poser que b — Ap est orthogonal a Ax pour tout x de R* +l ; utiliser les 
exercices 3.6.6 et 4.7.7 pour prouver l’unicite de la solution.) 

Application numerique: etant donne P,(0, I), P 2 (l, 2), P 3 ( 2, 4), P 4 ( 3, 8), trouver 
le polynome p de degre inferieur ou egal a 2 qui minimise S(p). 

4.7.9 Montrer que si A est une matrice inversible, a\ Test egalement pour 

tout nombre a non nul et (otA) -1 = -i-A -1 . 

a 

4.7.10 Montrer que si deux matrices inversibles A et B commutent, alors 
A -1 et B _l commutent egalement. 

4.7.11 Montrer que si une matrice inversible A commute avec une matrice 
B, alors A - 1 commute avec B. 

4.7.12 Soit A une matrice carree. Soit B et C des matrices inversibles du 
meme ordre que A telles que '(BA)B~ '(CB -1 ) -1 = I. Montrer que A est inversible 
et exprimer A -1 en fonction de B et C. (Appliquer la proposition 4.2.3.) 
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4.7.13 Soit A une matrice carree telle que A 3 — A 2 + 2A - 31 = O. Mon- 
trer que A est inversible et exprimer A -1 sous la forme d’une combinaison lineaire 
de puissances entieres non negatives de A. (Appliquer la proposition 4.2.3.) 

4.7.14 Soit A une matrice inversible d’ordre m, B une matrice inversible 
d’ordre n et C une matrice de type m x n. Montrer que 

c A f° B_l 

B oj [a -1 -A 'CB-' ’ 

A l’aide de cette formule, calculer la matrice inverse de 

-1 1 1 O' 

1-10 1 

-1 1 0 o • 

110 0 

4.7.15 Calculer la matrice inverse de 

1 -1 2 0 

2 0 2 3 

2 —5 1 0 

1 -2 -2 2 

4.7.16 On appelle matrice antisymetrique toute matrice egale a sa transposee 
multipliee par — 1. 

(a) Montrer que pour toute matrice carree A, A + 'A est une matrice symetrique 
et A - 'A une matrice antisymetrique. 

(b) Montrer que l’ensemble des matrices symetriques d'ordre n et celui des matrices 
antisymetriques d’ordre n sont des sous-espaces complementaires dans l’espace 
vectoriel des matrices carrees d’ordre n. 

(c) Trouver la dimension de ces deux sous-espaces et verifier la relation (1.12). 

4.7.17 Soit D une matrice diagonale d’ordre n dont les termes diagonaux 
sont distincts. Demontrer que toute matrice diagonale d’ordre n s’ecrit de maniere 

unique sous la forme d’une combinaison lineaire des matrices I, D, D 2 D" . 

(Utiliser l’exercice 3.6.6.) 

4.7.18 Dans l’espace vectoriel des matrices carrees d’ordre n, on considere 
l’operation ( ■ | • ) definie par la formule 

(A | B) = tr('AB). 

(a) Montrer que cette operation est un produit scalaire. 

(b) Montrer que la norme associee a ce produit scalaire est celle qui est definie dans 
(4.22). 
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5.1 DEFINITION 

ET PROPRIETES DES DETERMINANTS 


5.1.1 Introduction 

La notion de determinant est apparue en relation avec la resolution de 
certains systemes lineaires. Elle est egalement liee a l’idee de volume, comme le 
montrent les conclusions de 2.7. 14 et 2.7.15. Dans cette section, nous nous propo- 
sons d’exposer et de commenter les proprietes principales derivant de la definition 
de cette nouvelle notion, ainsi que d’etendre le concept de volume a un parallelepi- 
pede n-dimensionnel. Dans la section 5.3, nous etudierons les developpements et 
appliquerons les resultats obtenus a la resolution de certains systemes lineaires, 
ainsi qu'au calcul de l’inverse d’une matrice. 
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5.1.2 Notation ( 

Le determinant d’une matrice carree A = (a,-,) est un nombre associe a A que ( 

nous nous appretons a definir et noterons , 

a \l a \2 ■ ■ • a lfi ( 

a 2l a 22 • ■ ■ a 2n , 

I a | ou , ( 

( 

a„i n n2 ... a m ( 

ou aussi ( 

det(a„ a 2 , .... a„), ( 

lorsque la dependance de A est exprimee au moyen de ses colonnes a,, a 2 , .... a„. ( 


En accord avec ce dernier symbole, le determinant est egalement appele determi- ( 

nant des vecteurs-colonnes a,, a 2 , ..., a,. ^ 

( 
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Par la suite, il sera souvent question de colonnes ou de lignes d’un determi- 
nant. II est entendu que ces colonnes ou ces lignes sont celles de la matrice a 
laquelle le determinant est associe. 

Si A est une matrice carree d’ordre n superieur a !, nous designerons par 
A,y la matrice carree d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la i-ieme ligne et la 
y-ieme colonne de A. 


5.1.3 Determinant d’ordre n 

On appelle determinant d’ordre n la fonction qui associe a toute matrice 
carree d’ordre n son determinant. Nous definissons cette fonction par recurrence 
sur n: 

• le determinant d’une matrice carree A = (a) d’ordre 1 est a; 

• supposons que le determinant d’ordre n — 1 ait ete defini pour un entier 
n superieur a 1 ; le determinant d’une matrice carree A = (a, y ) d’ordre n est alors 
le nombre 

I A | = <>||| A M | — a 21 1 A 21 1 + ... + (— l)" +l a„| | A nl | 

_ V / |\/+1 1 A I (^*1) 

— £ (— 1 ) u,i I A, 1 1 . 

<-i 

On notera que pour n = 2 et n = 3, notre definition coincide avec celle 
introduite dans 2.7.2: 

n — 2: | A | = anl(a 22 )| — u 2 ,|(a| 2 )| = — a 2 i a i 2 > 


n = 3: | A | = a, | 


5.1.4 Exemples 


— a ll a 22 a 33 + a 2l a 32 fl t3 + a 3l a l2 a 23 
— a u a n a 2J — a 2 | a |2 a 33 ~ a 3l a 22 a l3- 


(1) Exemple de calcul d’un determinant: 


0 112 
3 2 0 1 
0 12 4 
2 3 2 0 


112 112 
-31 24 - 2 2 0 1 
3 2 0 1 2 4 


= -3(11 


1 j l + 3 ^ 4 ) - 20 ° 4 ~ 2 \ 4 + *0 1 } 


= — 3(— 8 + 4 + 0) - 2(— 2 -0 + 1) = 14. 



5.1.5 Theoreme. Propriety fondamentales du determinant d’ordre n 

Le determinant d’ordre n jouit des proprietes suivantes : 

(a) det(a„ .... a,, .... a*. .... a„) = -det(a, a t , .... a a„) (n > l,j <*)• 

(b) det(a, aa ; , .... = adet(a„ .... a y , ..., a„). 

(c) det(a »j + a), .... a„) = det(a„ ..., a p .... a„) + det(a„ .... a}, ..., a„). 

(d) det(e„ e 2 e„) = 1, ou (e„ e 2 , .... e„) est la base canonique de 

En d'autres termes, le determinant est multiplie par - 1 si deux de ses 
colonnes sont echangees, il est multiplie par a si une de ses colonnes est multipliee 
par a, il est additif en chacune de ses colonnes et attribue la valeur 1 a la 
matrice-unite. 

L’union des proprietes (a), (b) et (c) s’enonce en disant que le determinant 
d’ordre n est une forme n-lineaire alternee dans 1R" (cf. 6.4.3). 

Le determinant d’ordre n n’est pas additif (sauf si n = 1); autrement dit, 
| A + B | n’est en general pas eg&l a | A | + | B | . Par exemple, 

10 10 0 0 
0 1 * 0 0 + 0 1 
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Nous verrons dans 5.2.4 que les proprietes (a)-(d) caracterisent le determi- 
nant d’ordre n. Ces proprietes en entrainent d’autres, que nous enoncerons dans 
les deux propositions suivantes et demontrerons, avec le theoreme 5.1.5, dans la 
section 5.2. 

On remarquera d’ores et deja que le determinant est nul si deux de ses 
colonnes sont egales ou si l’une d’entre elles est nulle. En effet, un echange de deux 
colonnes egales laisse le determinant inchange et, d’apres (a), change en meme 
temps ce determinant en son oppose, ce qui demontre la premiere assertion; quant 
a la seconde, il suffit de poser a = 0 dans (b). 

On notera en outre que 

l«A | = o* | A | (5.5) 

pour toute matrice carree A d'ordre n. En effet, cela resulte de (b) appliquee a 
chaque colonne de A. 


5.1.6 Proposition. Proprietes du determinant d’ordre n 

Le determinant d’ordre n jouit des proprietes suivantes: 

(a) det(a„ .... a ; + aa*, ..., aj = det(a„ .... a,, .... aj (n > 1, j * k), ou. plus 
generalement, det(a,, ..., a + X a k a k . ..., a„) = det(a„ .... a , .... aj. 

kk+j 

(b) det(a,, a 2 , .... a„) / 0 si et seulement si les vecteurs-colonnes a,, a 2 , .... a„ sont 
lineairement independants. 

En d’autres termes, le determinant reste inchange lorsqu’on additionne a 
l’une de ses colonnes un multiple d’une autre colonne ou une combinaison lineaire 
des autres colonnes; en outre, vu la proposition 4.2.4, le determinant d’une matrice 
est non nul si et seulement si cette matrice est inversible (ou nul si et seulement 
si cette matrice n’est pas inversible). 


5.1.7 Determinant d’une matrice elementaire 

Le determinant d’une matrice elementaire se calcule par application repetee 
de (5.1) (| I- 1 et | IJ | avec i < l sont des cas particulars de (5.4)). II peut egalement 
etre deduit de (d) du theoreme 5.1.5 et (a) ou (b) du meme theoreme, ou (a) de la 
proposition 5.1.6. Le resultat est le suivant: 

HJ = -1, HSI = 1. I If! = (5.6) 

Vu l’eflfet de la multiplication par une matrice elementaire (cf. 4.4.2), il 
s’ensuit, grace a (a) et (b) du theoreme 5.1.5 et a (a) de la proposition 5.1.6, que 

(5.7) 



Definition et proprietes des determinants 


141 


pour toute matrice elementaire M et toute matrice carree B du meme ordre que M. 
De (5.6) et des relations (a), (b) et (c) de 4.4.3, il resulte en outre que 

I'M | = | M | < 5 - 8 ) 

pour toute matrice elementaire M. 

Les proprietes (5.7) et (5.8) serviront a demontrer leur generalisation que 

voici : 


5.1.8 Proposition. Autres proprietes du determinant d’ordre n 

Si A et B sont des matrices carrees d'ordre n, alors 

(a) | AB | = | A 1 1 B |; 

(b) I 'A | = | A | . 

En d’autres termes, le determinant du produit de deux matrices carrees du 
meme ordre est egal au produit de leurs determinants et le determinant de la 
transposee d’une matrice carree est egal au determinant de cette matrice. 

Il resulte aussitot de (a) que 

| A* | = | A |* < 5 - 9 ) 


pour tout entier positif k. 


5.1.9 Determinant comme fonction des lignes 

Le determinant peut etre congu comme fonction de la famille des lignes 
d’une matrice. Grace a (b) de la proposition 5.1.8, cette fonction jouit des proprie- 
tes enoncees dans le theoreme 5.1.5 et dans la proposition 5.1.6, a savoir: elle est 
une forme n-lineaire altemee, elle attribue la valeur 1 a la famille des lignes de la 
matrice-unite, sa valeur ne change pas lorsqu’on additionne a une ligne un multiple 
d’une autre ligne et cette valeur est non nulle si et seulement si les lignes sont 
lineairement independantes. 


5.1.10 Determinant de Pinverse d’une matrice 

Soit A une matrice inversible. D’apres (d) du theoreme 5.1.5 et (a) de la 
proposition 5.1.8, 

I = 1 1 1 = | AA" 1 1 = I A|| A' 1 1, 
d’ou nous deduisons que 

i a- 1 i = i a r*. ( 51 °) 

II en decoule aussitot que dans le cas ou A est inversible, la relation (5.9) 
est vraie pour tout entier k. 
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5.1.11 Proposition. Rang d’une matrice par les determinants 

Le rang d’une matrice A ( non necessairement carree) est le plus grand entier 
k tel que I on puisse extraire de A une sous-matrice carree d’ordre k el de determinant 
non nul. 

Demonstration 

Soit r ce plus grand entier et m le nombre de lignes de A = (a,..). Designons 
pary'iJz. —Jr les indices de colonne d’une sous-matrice carree de A de determinant 
non nul. D’apres (b) de la proposition 5. 1 .6, les colonnes et done les lignes de cette 
sous-matrice sont lineairement independantes. II s’ensuit que le rang de la matrice 

% a i/2 • • • %r 

a V\ a tn ■ • ■ a Vr 


l mi\ a mj 1 ■ ■ ■ a mj r 

est r, car r de ses lignes sont lineairement independantes. Par consequent, rgA > r. 
D’autre part, r' etant le rang de A, nous pouvons extraire de A r' colonnes 
lineairement independantes formant une sous-matrice A' de rang r'. En prenant 
alors r' lignes lineairement independantes de A', nous constituons une sous-matrice 
carree de A d’ordre r' et de rang r'. D’apres (b) de la proposition 5.1.6, le 
determinant de cette sous-matrice est non nul. Par consequent, r' = rgA ^ r. 
Nous en concluons que rgA = r, ce qu’il fallait demontrer. 


5.1.12 Volume d’un parallelepipede 

Soit ef un espace affine euclidien de dimension finie non nulle n. On appelle 
parallelepipede construit sur les points P 0 , P„ ..., P„ de ft le sous-ensemble de ? 

It 

{ P: P 0 P = I ajPoPj, 0 < aj < 1 ,j = 1,2 *}. (5.11) 

Munissons S d’un repere orthonormal et designons par a. le vecteur- 
colonne de R" forme des composantes du vecteur P 0 />‘. On appelle volume du 
parallelepipede (5.1 1), et on note vol(P 0 , P { , P n ), la valeur absolue du determi- 
nant des vecteurs-colonnes a,, a 2 a„: 

vol(P 0 , P„ .... P„) = | det(a„ a 2 , .... a„) |. (5.12) 

Dans le cas ou n = 1, un parallelepipede est un intervalle et son volume est 
la longueur. 
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Dans le cas ou n = 2, un parallelepipede est appele parallelogramme et son 
volume aire. D’apres (5.12) 

aire(P 0 , P„ PJ = | det(a„ #2 ) | = I 0,2 I = I - a 21 a I2 1. 

a 2 , a n 

Montrons que le dernier membre est bien l’aire ordinaire du parallelogramme 
construit sur P„, P„ P 2 . Le carre de celle-ci est egal a 

II II 2 II P& ll 2 sin 2 (P, P 0 P 2 ) = II »i II 2 II II 2 - II »i II 2 II a 2 l 2 cos 2 (P,W 

= II a, || 2 1| a 2 1| 2 - (a, | a,) 2 = (a 1|fl22 - a 2l a l2 ) 2 , 

ce qui demontre l’assertion si P t et P 2 sont distincts de P 0 ; autrement, elle est 
evidente. 

Compte tenu de 2.7.14 et de 2.7.15, nous voyons egalement que 

a ll a \2 fl 13 

vol(P 0 , P„ P 2 , Pj) = I det(a„ a 2 , a 3 )| = | a 21 a 22 a 23 | 

a 3l a 32 a 33 

represente le volume ordinaire du parallelepipede construit sur P 0 , P,, P 2 , Py 
Nous montrerons dans 7.1.12 que la definition de volume (5.12) est indepen- 
dante du choix du repere orthonormal. De ce fait, l e vol u me d un c ube-u nite, 
e’est-a-dire d’un parallelepipede tel que les vecteurs PqP\, Pt>P 2 i — > PpP n sor | ^ 
orthogonaux deux a deux et unitaires, est egal a 1, car dans le repere (P 0 ; P 0 P ,, 
P 0 P\, .... P 0 P„) ce volume s’ecrit 

vol(P 0 , P, P„) = I det(e,, e 2 , ... ej | 

et vaut done 1, par la propriete (d) du theoreme 5.1.5. 

A titre d’exercice, le lecteur pourra ecrire les proprietes du volume qui 
decoulent de celles du determinant et illustrer ces proprietes, a I’aide d’une figure, 
dans le cas de l’aire et du volume ordinaires. 


5.2 DEMONSTRATIONS DES PROPRIETES 
DES DETERMINANTS 


5.2.1 Demonstration du theoreme 5.1.5 

Propriete (a). Cette propriete est evidente si n = 2. Supposons qu’elle soit 
verifee par le determinant d’ordre n - 1, n etant superieur a 2. En vertu de (5.1), 
elle est alors verifiee par le determinant d’ordre n dans le cas ou 1 <j<k. Le cas 
ou j = 1 et k > 2 se reduit a celui ou; = 1 et k = 2 par un triple echange: d’abord 
de a 2 et a*, ensuite de a, et a t et finalement de a, et a 2 . Le premier et le troisieme 


1 
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echange transforment chacun la valeur du determinant en sa valeur opposee, par 
ce que nous venons de constater. Le deuxieme echange en fait autant, en vertu de 
ce que nous allons demontrer. Pour tout couple (/, /) tel que ; / /, designons par 
Atf ,12 * a rnatrice carree d’ordre n — 2 deduite de A par suppression de la i-ieme et 
la /- ieme ligne, ainsi que des deux premieres colonnes. D’apres (5.1), 



ou il est entendu que le second membre se reduit a la deuxieme somme si / = 1 
et a la premiere si i = n. Substituons ce second membre a | A,, | dans (5.1). II vient: 


|A| = ~ I ; I i (-l)' + 'a„a n l A, V12 | 

= uLy i)t+lai ' aa ' A “-' 11 “ ? (— 1 y + ' a n a a I Aj/ 12 1 , 


ou A, = {(/, /): 2 < I < n, 1 $ / < i - 1} et J 2 = {(/, /): 1 < i «: / - 1, 
2 sg / sg n}. Si nous echangeons la premiere et la deuxieme colonne de A, les 
matrices A i/)2 ne subissent aucune modification. En revanche, a a a a change en 
a n a a> P° ur tout couple (;, [). Nous voyons ainsi que la deuxieme somme du dernier 
membre de (5.13) devient la premiere et, inversement, la premiere devient la 
deuxieme. L echange de la premiere et la deuxieme colonne a done pour seul effet 
de multiplier le determinant de A par - 1, ce qu’il fallait demontrer. 

Proprietes (b) et (c). Vu la propriete (a), nous pouvons admettre que j = 1. 
Les conclusions decoulent alors directement de (5.1). 

Propriete (d). II suffit de poser a = 1 dans (5.3). 


5.2.2 Demonstration de la proposition 5.1.6 

Propriete (a). En vertu de (a) du theoreme 5.1.5, nous pouvons admettre que 
j = 1 • D’apres (b) et (c) du meme theoreme, 

det(a, + aa k , a 2 , ..., aj = det(a„ a 2 a„) + odet(a Jk , a 2 , .... a„). 

Puisque k est different dey = 1 par hypothese, le vecteur-colonne a* apparait deux 
fois dans le dernier determinant. Celui-ci est done nul, d’apres ce qui a ete 
remarque dans 5.1.5. La formulation generate s’ensuit par iteration. 

Propriete (b). Supposons que les vecteurs-colonnes a„ a 2 , ..., a„ soient 
lineairement dependants. En vertu de la proposition 1.5.5, un de ces vecteurs, par 
exemple a,, est combinaison lineaire des autres: 

»j = Z _a*a*. 
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II s’ensuit, grace a la propriete (a) deja etablie, que 

det(a„ ..., a , ..., aj = det(a„ .... a - Z a*a t , .... aj 

*:*!*/ 

= det(a„ ..., 0, ..., a„) = 0. 

Inversement, supposons que les vecteurs-colonnes a,, a 2 , .... a n soient lineairement 
independants. Selon la proposition 4.2.4, la rnatrice A de colonnes a,, a 2 , ..., a„ est 
alors inversible. D’apres (d) du theoreme 5.1.5 et (a) de la proposition 5.1.8 
(demontree ci-dessous), 

1 - IH - | AA“ 1 1 = | A|| A" 1 1. 

ce qui entraine que | A | = det(a,, a 2 , ..., a„) est non nul. 

5.2.3 Demonstration de la proposition 5.1.8 

Propriete (a). Si A n’est pas inversible, le produit AB ne Test pas non plus, 
selon (c) de la proposition 4.2.6. Or, nous venons d’etablir que le determinant 
d’une rnatrice non inversible (e’est-a-dire dont les colonnes sont lineairement 
dependantes) est nul. L’egalite | AB | = | A 1 1 B j est done vraie dans ce cas. Si A 
est inversible, il existe, d’apres 4.4.4, des matrices elementaires M,, M 2 , .... M* telles 
que A = M|M 2 ... M*. Compte tenu de (5.7), nous pouvons done ecrire 

| AB | = | M,M 2 ... M*B | = | M, 1 1 M 2 ... M*B | = ... 

= | M, 1 1 M 2 | ... | M* 1 1 B | = | M.Mj ... M* 1 1 B | = |A||B|, 

ce qui etablit la propriete (a). 

Propriete (b). Si A n’est pas inversible, 'A ne Test pas non plus, d’apres (a) 
de 4.2.6, done | A | = | 'A | = 0, d’apres (b) de la proposition 5.1.6. Si A est 
inversible, A = ... M t , ou Mj, M : , .... M t sont des matrices elementaires. 

Dans ce cas, grace a la relation (e) de 4. 1 .9, a la propriete (a) demontree ci-dessus 
et a (5.8), nous pouvons ecrire 

|'A| = | ... *M, | = l'M t ||'M t _,| ... I'M, | 

= | M, 1 1 M z | ... | M* | = | M,M 2 ... M t | = | A |, 

ce qui etablit la propriete (b). 

5.2.4 Caracterisation du determinant d’ordre n 

Le determinant d’ordre n est la seule fonction reelle definie dans l’ensemble 
des matrices carrees d’ordre n verifiant les proprietes (a)-(d) enoncees dans le 
theoreme 5.1.5. En effet, nous avons demontre qu’une telle fonction, tout comme 
le determinant d’ordre n, attribue a A la valeur 0 si A est une rnatrice non inversible 
et la valeur | M, 1 1 M 2 1 ... | | si A est un produit de matrices elementaires M,, 

M 2 , ..., M t . Toute rnatrice carree etant de l’une de ces deux sortes, 1’assertion est 
demontree. 
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5.3 DEVELOPPEMENTS, FORMULE DE CRAMER 

5.3.1 Developpement d’un determinant suivant une colonne 

Soit A = (a,y) une matrice carree d’ordre n > 1 et a,, a 2 , ..., a„ ses colonnes. 
Fixons j > 1 et designons par A' = (a,y) la matrice obtenue a partir de A en 

echangeant successivement a ; et ay_,, a ; et ay_ 2 a y . et a,. Les colonnes de A' 

(ecrites dans l’ordre) etant ay, a,, .... 8y_,, ay +1 , .... a„, il est clair que, pour tout indice 
de ligne i, 

a i\ ~ a y et A i = Ay. 

D’apres (5.1), le determinant de A' s’ecrit done sous la forme 

I A' | = E(— l)' +l a ,|A,y|. (5.14) 

i— I 

D’autre part, puisque A' est deduite de A par j — 1 echanges de colonnes, la 
propriete (a) du theoreme 5.1.5 entraine 

I A' | = (— 1 y~ 1 | A | . (5.15) 

En comparant (5.14) a (5.15), il resulte que 

I A | = S(-1)' + XIA<, I, j = 1, 2, .... n. (5.16) 

i - 1 

On appelle le second membre de (5.16) developpement du determinant de A 
suivant la j-ieme colonne. On remarquera que (5. 1) est un cas particular de (5. 1 6), 
a savoir le cas ou j = 1 . 

5.3.2 Developpement d’un determinant suivant une ligne 

Soit A = (a,y) une matrice carree d’ordre n > 1. D’apres (5.16), le develop- 
pement de la matrice 'A = (a£) suivant la /-ieme colonne s’ecrit 

I 'A | = i(-l)' + ^,.|('A)y, |. (5.17) 

i - 1 

Comme 

a',, = a,j et ('A)y,. = '(A, ; ), 

il s’ensuit, vu la propriete (b) de la proposition 5.1.8, que 

I A | = £(— I/^IAjI, /= 1,2, (5.18) 

J - 1 

On appelle le second membre de (5.18) developpement du determinant de A 
suivant la i-ieme ligne. 
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5.3.3 Mineurs, cofacteurs 

On appelle | A,y | mineur d’indices ije t (- \ )‘ +1 1 A,y | cofacteur de a,y. Le signe 
(_ i)'+> varie selon le tableau suivant: 



Ainsi, d’apres (5.16) et (5.18), le determinant d’une matrice carree est egal 
a la somme des termes d’une colonne ou d’une ligne multiplies par leurs cofacteurs 
respectifs. 


5.3.4 Exemple d’application 

Les developpements s’emploient avantageusement pour calculer le determi- 
nant d’une matrice dont plusieurs termes sont nuls. Dans l’exemple suivant, la 
fleche indique la ligne ou la colonne suivant laquelle le determinant est developpe: 


1 0 -3 0 7 2 



— 3 0 -10 0 4 1 

T 



1 2 

= _2 = -2-7 = -14. 

-3 1 
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5.3.6 Calcul de la matrice inverse par la methode des cofacteurs 

Soit A = (a,y) une matrice carree d’ordre n et de determinant non nul. 
D’apres (b) de la proposition 5.1.6 et la proposition 4.2.4, A est inversible. Les 
colonnes de la matrice inverse A -1 sont les solutions des n equations matricielles 
(4.13): 

fjc./l fO) 

■ l i j 

x v : 

A ' = • , j= 1,2 n. 

1 *- y'-ieme 

x.j\ [6. 

Ces equations sont l’expression matricielle de n systemes lineaires que nous resol- 
vons a l’aide de la formule de Cramer (5.19). La solution unique duy'-ieme systeme 
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ou encore, apres developpement du dernier determinant suivant la i-ieme colonne, 
.. _ (-l) ,+y |Asl co fa., . , rs 


I A | | A | 


! , i = 1,2 n, 


ou cofay, designe le cofacteur de a Jt . Posons A = (a, ; j), ou a tj = cofay,. La matrice 
inverse de A s’ecrit alors sous la forme 

A-' = — A. UM ^ (5.21) 

I A 


En d'autres termes. A - 1 est egale a la matrice des cofacteurs transposee divisee par 
le determinant de A. 

On notera le cas particulier ou n = 2: 

»-i _ 1 ( — °I2] rs T>\ 


a \\ a n ~~ a 2\ a \2 [ a 2\ a \\ 

Calculons, par exemple, la matrice inverse de 

3 1 2' 

A = 0 1 1 . 

-1 1 0 
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En developpant le determinant de A suivant la troisieme ligne, nous voyons 
aisement que | A | = — 2. D’autre part, 

= — 1, COffl| 2 = — 




cofa 13 


0 1 

-1 1 


1, cof a 2 . 




D’apres (5.21), nous concluons que 






; l 

i | 

j 

5.4 EXEMPLES ET REMARQUES DIVERSES 


5.4. 1 Quelques exemples de calcul d’un determinant 

Le calcul d’un determinant est d’ordinaire precede d’un travail de simplifica- 
tion fait principalement a l’aide de (a) de la proposition 5.1.6 ou de la propriete 
correspondante relative aux lignes. 

(1) Pour calculer le determinant 

1111 
1 1-1-1 
1-1 1 -1 ’ 

1-111 

on peut commencer par additionner la premiere colonne a la troisieme et a la 
quatrieme et appliquer (b) du theoreme 5.1.5 a ces deux colonnes: 


1 1 

2 

2 


1 1 

1 

1 

1 1 

0 

0 

— A 

1 1 

0 

0 

1 -1 

2 

0 

— H 

1 -1 

1 

0 

1 -1 

2 

2 


1 -1 

1 

1 


f 
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Ensuite, il convient de soustraire de la premiere ligne deux fois la deuxieme et une 
fois la quatrieme: 


-2 0 

1 1 

1 -1 

1 -1 


= 4-(— 2) = -8. 


(2) Pour calculer le determinant 

I 1 a a 2 I 


on peut soustraire la deuxieme ligne de la premiere et la troisieme de la deuxieme: 
0 a—b J—b 2 

1 a+b 

0 b-c b 2 -<? = (a-b)(b-c) = (a - b)(b - c)(c - a). 

1 b+c 

1 c c 2 

(3) On notera, a titre d’exemple, que 

2 -3 1 

2 3-2 = 0, car la troisieme ligne est la somme des deux premieres. 

4 0-1 

(4) Le determinant 

1 + a 1 1 1 

11+61 1 
1 1 1+c 1 

1 1 1 1+d 

peut etre calcule en appliquant (c) du theoreme 5.1.5 et (a) de la proposition 5.1.6. 
A cet effet, posons 


Alors le determinant s’ecrit: 


det(v + a, v + b, v + c, v + d) 

= det(v, v + b, v + c, v + d) + det(a, v + b, v + c, v + d) 

= det(v, b, c, d) + det(a, y, v + c, v + d) + det(a, b, v + c, v + d) 
= bed + det(a, v, c, d) + det(a, b, v, v + d) + det(a, b, c, v + d) 
= bed + acd + det(a, b, v, d) + det(a, b, c, v) + det(a, b, c, d) 

= bed + acd + abd + abc + abed. 
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(5) Nous vous proposons de calculer le determinant de la matrice carree 
d’ordre n 

' 2100 . . . 0 ' 

1 2 1 0 ... 0 

0 1 2 1 ... 0 


0 .... 1 2 1 
0 .... 0 1 2 

Supposons n > 2 et developpons | A„ | suivant la premiere ligne: 



1 

o 

o 


0 


A„ 1 = 2| A n _, | - 


A*_2 


0 



= 2|A„_,| - |A„_ 2 |. 


Vu que | A, | = 2 et | A, | = 3, cette formule nous permet de calculer | A, | par 
recurrence. Le resultat est | A„ | = n + 1. 


5.4.2 Determinant d’une matrice partagee en sous-matrices 

Commen?ons par observer que, pour toute matrice carree A d'ordre m et 
toute matrice C de type m x n 


= I A I . 


Pour s en rendre compte, il suffit de developper le premier (deuxieme) determinant 
n fois suivant la premiere (derniere) ligne. 

Soit maintenant A et B des matrices carrees respectivement d’ordre m et n 
et C une matrice de type m x n. En vertu de (4.7), 

A C ] = f 1 " °] [ A C 

o bJ [o bJ(o ' 

II s’ensuit, grace a (a) de la proposition 5.1.8 et a (5.23), que 


= IAMBI 


A 

C 

O 

B 




Excmplcs et remarques diverses 


153 


On notera cependant que si A, B, C et D sont des matrices carrees du meme 
ordre, en general 

A £ # I A 1 1 B | — | D 1 1 C |. 

Pour s'en rendre compte, il suffit de prendre A = B = ah et C = D = d 2 , a # c 
(cf. exercice 5.5.1 1). 


5.4.3 Retour au volume d’un parallelepipede 

Considerons a nouveau le parallelepipede defini par (5.11). Munissons 
l’espace affine euclidien 6 d’un repere orthonormal et designons par x y ,, x j7 , ..., 
x y „ les coordonnees de P jy oii j = 0, 1, ..., n. Le volume vol(P 0 , P,, .... Pj de ce 
parallelepipede est alors la valeur absolue du determinant 


1 x„ x n . . . .x,J 


Pour etablir cela, il suffit de soustraire la premiere ligne de toutes les autres et 
d’appliquer (5.1). Compte tenu de (b) de la proposition 5.1.8, le resultat de ces 
operations est le determinant det(a,, a 2 , .... a„) dont la valeur absolue est, selon 
la definition (5.12), le volume du parallelepipede. 

5.4.4 Equation cartesienne d’un hyperplan 

Soit P un espace affine de dimension finie non nulle n et P x , P 2 , .... P„ 
n points de P engendrant un hyperplan. Supposons que S soit muni d’un repere 
et designons par ,r ;l , x fl , ..., x jn les coordonnees de P jy oil j = 1,2, .... n. L’equation 
cartesienne de cet hyperplan peut alors s’ecrire sous la forme 

lx, x 2 . . . x„ 

1 x n x 12 . . . x,„ 


En effet, en developpant le determinant suivant la premiere ligne, nous obtenons 
une equation de la forme (1.21). En outre, chaque point P y appartient a l’hyperplan 
defini par cette equation, car en substituant les coordonnees x yl , x ;2 , ..., x jn de Pj 
aux inconnues x,, x 2 , ..., x„, nous voyons que le determinant a deux lignes egales 
et done qu’il est nul. 
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5.5 EXERCICES 

5.5.1 Montrer que 

113 0 2 

3 10 12 

0 1 3 0 2 = 60. 

4-2310 
5 10 0 6 

5.5.2 Calculer le determinant de la matrice 

'a 1-1 1 

-1 a -1 -1 

A = 

1 1 a -1 

-111a 

(a) d’une maniere directe, 

(b) en effectuant, au prealable, le produit A 'A. 

5.5.3 A l’aide du theoreme 5.1.5 et de la proposition 5.1.6, montrer que 

aa, + 6i a6, + c, aC|+a, a, b l c, 

aa 2 +b 2 ab 2 +c 2 ac 2 +a 2 = (a 3 + 1) a 2 b 2 c 2 

aa 3 +b 3 ab 3 + c 3 ac 3 +a 3 a 3 b 3 c 3 

5.5.4 Quel est le degre du polynome p defini par 

a u + t a l2 +t . . . a,„+r 

a 22+ l • • • a 2 *+f 

P(t) = 

“n\+‘ a„ 2 +t . . . a„ + t 

5.5.5 Soit (x,, x 2 , .... x t ) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel 

euclidien. Demontrer que cette famille est liee si et seulement si son determinant 
de Gram C- '..3 

(x, | x,) . . . (x, | x*) 


(x*|x,) . . . (x*|x*) 
est nul. (Utiliser la proposition 1.5.5 et les proprietes du determinant.) 
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5.5.6 Montrer que pour toute famille de nombres (a t , a 2 , .... a n ) (n > 1), 


1 a, d{ ... a", 1 
1 a 2 t£ ... a 5 _l 


n(a, - a). \ 


a. ai ... cf„ 


Ce determinant est appele determinant de Vandermonde. 

5.5.7 Resoudre le systeme de l’exercice 3.6.10 au moyen de la formule de 

Cramer. ( ^ ' ' ‘ ' 

5.5.8 Calculer la matrice inverse de /7 ■" / / 


1 2 -2 

1 3 -1 

2 1 -5 




par la methode des cofacteurs. 


5.5.9 Soit A = (a # ) une matrice carree d’ordre n > 1 . 

(a) Montrer que 4 /) - 1/ I A A 

AA = | A 1 1„. 

(Appliquer (5.16) a la matrice deduite de A en remplagant say-ieme colonne 
par sa It-ieme.) 

(b) Dans 1’hypothese que | A | * 0, en deduire la formule diversion (5.21), ainsi 
que la relation 

I A | = I A I" -1 . 

(Utiliser (a) de la proposition 5.1.8 et (5.3).) 

\ 5.5.10 Demontrer, par recurrence sur le nombre n de lignes, que 


2cos 0 1 


1 2 cos# 1 

1 2cos# 1 


sin((n+l ^ si e * kn, 

sin 6 

n +■ 1 si 9 = 2kn, 


, I (-!)"(« + 1) si 9 = (2k + 1)*. 


1 2 cos# 
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5.5. 1 1 Soit A une matrice inversible d’ordre m, B une matrice carree d’ordre 
n, C une matrice de type m x n t t D une matrice de type n x m. 

(a) Montrer que 


A C 
D B 


= i A 1 1 B — DA-'C|. 


(Verifier que 


f A 

c ] = l 1 " 

°) 

[ A 

° ] 


A” 'Cl 

i D 

bJ (da-‘ 


[o 

B - DA-'cJ 

(o 

ij 


A- 


et appliquer (5.24).) 

(b) En deduire que si A et B sont du meme ordre et A et D commutent 
A C, 

D B | = | AB — DC | 


5.5.12 Soit P { {a u a 2 ), P 2 (b x ,b£ et Pjfc,, cj trois points non alignes d’un 
plan affine euclidien, muni d’un repere orthonormal. Montrer que 

1 xf + Xj x, x 2 

1 <J| a 2 

1 Af+iJ b { b 2 ° 

1 c?+t^ c, c 2 

est l’equation du cercle passant par P { , P 2 et P y 

5.5.13 Dans un espace affine euclidien & de dimension finie n superieure 
2 et muni d un repere orthonormal, on considere un hyperplan ^’dont le >ieme 

vecteur directeur a pour composantes les termes de la >ieme colonne de la matrice 

•'ll •’12 • • • 

"21 •’ 22 -.. •’ 2 a .- 1 

V = 


1^1 V n2 * * * V njt-\) 

(a) Soit V, (/ = 1,2, ..., n) la matrice obtenue en supprimant la i-ieme ligne de V. 
Montrer que le vecteur n de composantes 

•V = (-D'^IVJ, , = 1, 2, .... n, 

est normal a S'. (Appliquer (a) de l’exercice 5.5.9 a la matrice A = (Via), ou 
a est un vecteur-colonne quelconque de R".) 

(b) Interpreter ce resultat dans le cas ou n = 3. 
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addition 

duplications, 10, 18 • 
matricielle. 111 
vectorielle, 8, 1 1 
adjointe 

d’une application lineaire, 158 
d’une matrice, 152 
affine 

application -, 32 
dilatation -, 35 

droite -, plan -, hyperplan -, 36 
espace -, 31 

projection -, symetrie -, 35 
sous-espace -, 34 
affinite, 37 
aire, 143 

altemee, forme n-lineaire -, 139 
angle(s) 

de deux vecteurs, 47, 59 
de deux hyperplans, 79 
determine par trois points, 78 
d’Euler, 66 

d’une droite et un sous-espace 
affine, 79 

oriente d’un couple de vecteurs, 53 
oriente d’une rotation, 54, 56, 58, 
62, 63 

antilineaire, forme-, 161 
antisymetrique 
forme bilineaire -, 113 
matrice-, 135 
application, 7 
affine, 32 


bijective, 9 
composee, 9 
constante, 7, 34 
duale, 44 
identique, 7 
injective, 9 
inverse, 9 
nulle, 12 
suxjective, 9 
application lineaire, 10 
adjointe, 158 

associee a une matrice, 22 
composee, 19 
diagonatisable, 77 
nilpotente, 108 

approximation, meilleure -, 64 
asymptote, cone -, 146 
auto-adjointe, transformation -, 155 
axe(s) 

de rotation, 56, 58, 62 
de symetrie, 55 

barycentre, 45 
base, 22 
canonique, 23 
changement de 27 
directe ou positivement orientee, 
67, 29 
duale, 20 

indirecte ou negativement orientee, 
67, 29 

orthonormale, 49, 60 
bijective, application -, 9 
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bilineaire, forme 113 
binome, formule du 115 
blocs, 

multiplication par- 116 
diagonale par 44 

caracteristique 
equation 79, 80 
polynome 79 

Cauchy-Schwarz, inegalite de -, 57 

centrage, 132 

centre 

de gravite, 45 
de rotation, 62 
d’une homothetie affine, 35 
d’une quadrique, 131 
d’une symetrie centrale, 35 
changement 
de base, 27 
de repere, 37 
Chasles, relation de -, 31 
coefficients 

d’une forme lineaire ou quadrati- 
que, 114 

d’un systeme lineaire, 89 
d’un systeme diflerentiel, 98 
cofacteurs(s), 147 
methodedes-, 149 
colonne 

d’une matrice, 92 
matrice- 92 
vecteur- -, 13 
combinaison 
convexe, 15 

lineaire, lineaire triviale, 15 
commutent 

applications lineaire qui -, 44 
matrices qui -,114 
compatible, incompatible, 90 
complementaire 
orthogonal, 62 
sous-espace -, 29 
completion des carres, 117, 126 
composantes, 22 


composee 
d'applications, 9 
duplications lineaires, 19 
cone 

du second degre, 135 
asymptote, 146 
coniques, 134 

conjuguee d’une matrice, 152 
conservation 
de la norme, 47, 154 
des angles, 48 
des barycentres, 45 
du produit scalaire, 47, 154 
convergence en norme, 65 
coordonnees, 37 
cosinus, theoreme du -, 59, 78 
couple, 2 

Cramer, formule de -, 148 
cylindres, 135, 139 

decomposition 
suivant une base, 22 
spectrale, 77 

definie non negative, positive 
forme bilineaire symetrique -, 119 
forme sesquilineaire hermitienne -, 
163 

matrice hermitienne -, 163 
matrice symetrique -, 119 
dependance lineaire, 20 
derivee d’une matrice, 1 29 
determinant 
de Gram, 154 
de passage, 67, 28 
de Vandermonde, 155 
d’ordre 2 et 3, 66 
d’ordre n, 138 

d’une application lineaire, 31 
d’une famille de vecteurs-colonnes, 
137 

d’une matrice, 137 
d’une matrice orthogonale, 51 
d’une matrice unitaire, 154 
developpement d’un determinant, 146 
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diagonal(e) 
matrice -, 124 
par blocs, 44 
terme -, 92 
diagonalisable(s) 
application lineaire -, 77 
matrice -, 83 
simultanement, 124, 164 
diagonalisation, 83 
d’une matrice normale, 161 
d’une matrice symetrique, 96 
d’une transformation hermitienne, 
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d’une transformation normale, 

160 

d’une transformation symetrique, 
94 

difference 

de deux vecteurs, 1 1 
de deux matrices, 1 1 1 
dilatation, 13 
affine, 35 

affine orthogonale, 36 
orthogonale, 13 
dimension 

d’un espace affine, 32 
d’un espace vectoriel, 26 
finie et infinie, 24 
direct(e) 
base -, 67, 29 
repere -, 29 
somme -, 29, 30 
directeur(s) 
vecteurs -, 38 
espace -, 31, 35 
direction(s) 
d’affinite, 37 
d’une dilatation, 13, 36 
d’un espace affine, 3 1 
d’un sous-espace affine, 35 
principales d’une quadrique, 134, 
138 
distance 

de deux droites gauches, 77 


de deux points, 74 
d’un point a un sous-espace affine, 
75 

droite, 36 
affine, 36 
vectorielle, 17 
dual(e) 

application -, 44 
base -, 20 
espace -, 20 

echelonnee 
matrice -, 95 
matrice - simplifiee, 97 
element, fixe, invariant, 8 
elementaires 
matrices -, 1 26 
operations -, 96 
elimination, methode d’ -, 89 
ellipse, 134 
ellipsolde, 135 
engendre 

sous-espace affine -, 36 
sous-espace vectoriel -, 1 7 
ensemble 

de depart, d’arrivee, 7 
d'indices, 2 
equation(s) 
caracteristique, 79 
d’une droite, d’un plan, 39 
d’un hyperplan, 39, 153 
matricielle d’une application affine, 
37 

matricielle d’une application 
lineaire, 24 
parametriques, 38 
equilatere, hyperbole -, 134 
equivalents, systemes lineaires -, 90 
espace(s) 
affine, 31 

affine euclidien, 73 
affine oriente, 29 
directeur, 31, 35 
dual, 20 
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vectoriel, 10 
vectoriel complexe, 149 
vectoriel euclidien, 51 
vectoriels fonctionnels, 14, 149 
vectoriel geometrique, 10 
vectoriel hermitien, 151 
vectoriel oriente, 67, 29 
Euclide, postulat d’ -, 37 
euclidien 

espace vectoriel -, 51 
espace affine 73 
Euler, angles d’ -, 66 
exponentielle d’une matrice, 130 
extremums d’une fonction, 122 


famille 
finie, 1 
infinie, 2 
generatrice, 17 
libre, liee, 20 

orthogonale, orthonormale, 53 
fixe, element -, 8 
forme 

antilineaire, 161 
bilineaire, 113 

bilineaire associee a une matrice, 
115 

bilineaire symetrique, 113 
bilineaire symetrique definie, 119 
bilineaire symetrique reduite, 116 
diagonale, 82 
echelonnee, 96 
echelonnee simplifiee, 97 
lineaire, 19 

n-lineaire altemee. 139 
normale, 134, 138 
quadratique, 113 
quadratique hermitienne, 162 
semi-lineaire, 161 
sesquilineaire, 162 
sesquilineaire hermitienne, 162 
sesquilineaire hermitienne definie, 
163 
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sesquilineaire hermitienne reduite, 
163 

fonction, 7 
matricielle, 128 
formule 

de Cramer, 148 
de Lagrange, 18 
du binome, 1 15 

Gauss, methode de -, 100 
generateurs, 17 
generatrice, famille -, 17 
Gram, determinant de -, 154 
Gram-Schmidt, precede d’ortho- 
gonalisation de -, 55 


hermitien(ne) 
espace -, 151 
forme quadratique -, 162 
forme sesquilineaire -, 162 
matrice -, 153 
produit scalaire -, 151 
transformation -, 155 
homogene 

systeme differentiel -, 99 
systeme differentiel - associe, 100 
systeme lineaire -, 89 
systeme lineaire - associe, 89 
homothetie, 12 
affine, 35 
hyperbole, 134 

hyperboloi'de, a une nappe, a deux 
nappes, 135 
hyperplan, 36 
affine, 36 
d’affinite, 37 
polaire, 147 
tangent, 130 
vectoriel, 29 
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du parallelogramme, 83 
vectorielles. 72, 85 
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image 

d’un element, 7 
d’un sous-ensemble, 8 
d’un sous-espace vectoriel, 15 
d’une application, 8 
d’une famille, 8 
d’un parallelepipede, 40 
reciproque d'un sous-ensemble, 8 
reciproque d’un sous-espace vecto- 
riel, 15 
inconnues 

d’un systeme lineaire, 89 
principales, 103 
independance lineaire, 20 
indices, ensemble d’ -, 2 
indirect(e) 
base, 67, 29 
repere, 29 
inegalite 

de Cauchy-Schwarz, 57 
triangulaire, 58, 74 
inertie, loi d’ -, 127 
injective, application -, 9 
intersection de sous-espaces vecto- 
riels, 17 
invariant(s) 
element -, 8 
points -, 34 
sous-ensemble -, 8 
sous-espace - d’une dilatation, 14, 
36 
inverse 

d’une application, 9 
d’une application lineaire, 19 
d’une matrice, 1 19 
inversible, matrice -,119 
isometrie, 61 
a deux dimensions, 62 
a trois dimensions, 63 
isomorphisme, 18 
de E dans R", 27, 61 
de E dans <T, 152 
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Lagrange, formule de -, 18 
Legendre, systeme de -, 57 
libre, 20 
liee, 20 
ligne(s) 

d’une matrice, 92 
matrice- -, 92 

operations elementaires sur les -, 96 
lineaire 

application -, 10 
combinaison -, 15 
dependance -, independance -, 20 
forme -, 19 
systeme -, 89 
linearite 

a gauche et a droite, 51, 69, 72 
au centre, 72 

loi d’inertie de Sylvester, 127 

matrice(s) 
adjointe, 152 

a m lignes et n colonnes, 92 

antisymetrique, 135 

associee a un systeme lineaire, 93 

augmentee, 93 

carree, 92 

conjuguee, 152 

de passage, 27 

de type 1 x 1, 124 

de type m x n, 92 

de transition, 131 

diagonale, 124 

diagonaiisable, 83 

d’une application lineaire, 21, 22 

d’une forme bilineaire, 114 

d’une forme quadratique, 115 

d’une forme sesquilineaire, 162 

echelonnee, 95 

elementaire, 126 

hermitienne, 153 

hermitienne definie, 163 

hessienne, 122 

inversible. 119 
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-ligne, -colonne, 92 
nilpotente, 115 
normale, 153 
nulle, 93 
orthogonale, 50 
reguliere, 119 
scalaire, 124 
semblables, 30 
symetrique, 126 
symetrique definie, 119 
transposee, 118 
triangulaire, 125 
-unite, 93 
unitaire, 154 

meilleure approximation, 64 
methode de Gauss, 100 
mineur(s), 147 
principaux, 120 

moindres carres, methode des -, 134 
multiplication matricielle, 112 
par blocs, 1 16 

multiplication par un scalaire 
d’une application, 10 
d’une application lineaire, 18 
d’une matrice, 112 
d’un vecteur, 10, 1 1 
multiplicity d’une valeur propre, 81 

negatif, 1 

negativement orientee, base -, 67, 29 
nilpotente, matrice-, 115 
non negatif, 1 
normal(e) 
matrice -, 153 
transformation -, 159 
vecteur -, 63, 74 
norme, 47, 51 
noyau, 16 
n-uplet, 1 

operations elementaires, 96 
oppose(e) 
matrice-, 111 
vecteur -, 1 1 


orientation 

d’un espace vectoriel, 67, 29 
d’un espace affine, 29 
oriente(e) 
base -, 67, 29 
repere -, 29 
origine 

d’un repere, 37 
d’un vectorialise, 32 
orthogonal(e) 
complementaire -, 62 
famille -, 53 
matrice -, 50 
projection 13 
symetrie -, 13 
transformation 49 
orthogonalisation, precede d’ -, 55 
orthogonaux 
sous-espaces affines -, 74 
sous-espaces vectoriels -, 54 
vecteurs -, 48, 53 
orthonormal(e) 
base, famille, 53 
repere, 80 


parabole, 138 
paraboloides, 139 
parallelisme, 36 
parallelogramme, 143 
identite du -, 83 
regie du -, 32 
parallelepipede, 142 
parametrique(s) 
representation - 38, 142 
equations -, 38, 143 
parametres, 38 
passage 

determinant de -, 67, 28 
matrice de -, 27 
permutation cyclique, 68 
perpendiculaire, 75 
perpendiculaire commune, 76 
plan, 36 
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affine, 36 
vectoriel, 17 
point, 31 
invariant, 34 
pivot, 97 
polaire 

hyperplan -, 147 
representation -, 166 
polynome 

caracteristique, 79, 80 
matriciel, 128 
trigonometrique, 65 
positif, I 

positivement orientee, base -, 67, 29 
probleme aux valeurs initiates, 99 
precede d’orthogonalisation, 55 
produit 

de matrices, 112 

d’une application par un scalaire, 
10, 18 

d’une matrice par un scalaire, 1 12 
d’un vecteur par un scalaire, 9, 1 1 
mixte, 71 
scalaire, 48, 50 
scalaire canonique, 52, 151 
scalaire defini par une base, 6 1 
scalaire hermitien, 151 
vectoriel, 68 
projection 
affine, 35 

affine orthogonale, 36 
orthogonale 

sur une droite vectorielle, 48, 55 
sur un sous-espace affine, 74, 36 
sur un sous-espace vectoriel, 62, 
13 

propre 

valeur -, vecteur -, 74, 77 
sous-espace -, 74, 77 
puissance d’une matrice, 1 14, 85 
Pythagore, theoreme de -, 55 ,78 

quadratique, forme -, 113, 162 
quadrique, 130 


a centre, 133 
sans centre, 137 

racine carree d’une matrice, 128 
rang 

d’une application lineaire, 16 
d’une famille de vecteurs, 27 
d’une matrice, 93 
d’une matrice echelonnee, 96 
rapport 
d’affinite, 37 
de dilatation, 13, 36 
d’homothetie, 12, 35 
reduction 

a la forme echelonnee, 96 
a la forme diagonale, 82, 155 
a la forme triangulaire, 89, 155 
d’une forme bilineaire symetrique, 
116 

d’une forme sesquilineaire hermi- 
tienne, 163 
simultanee, 123, 164 
regie du parallelogramme, 32 
repere 

direct, indirect, 29 
orthonormal, 80 
changement de -, 38 
representation parametrique, 38, 142 
revolution, surface de -, 143 
rotation, 54, 56 
affine, 62, 63 

scalaire, 9 

section d’une quadrique, 146 
semblables, matrices -, 30 
semi-lineaire, forme -, 161 
sesquilineaire, forme -, 162 
similitude, 64 
simple, valeur propre -, 81 
somme 

duplications, 10, 18 
de matrices, 1 1 1 
de sous-espaces vectoriels, 17 
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de vecteurs, 1 1 
directe, 29, 30 
sous-espace 
affine, 34 

complementaire, 29 
invariant d’une dilatation, 14, 36 
propre, 74, 77 
stable, 76 
vectoriel, 16 
soustraction 
matricielle, 1 1 1 
vectorielle, 9, 1 1 
spectre 

d’une application lineaire, 74 
d’une matrice, 78 
spectrale, decomposition -, 77 
stable 

sous-ensemble, 8 
sous-espace, 76 
suijective, application -, 9 
Sylvester, loi d’inertie de -, 127 
symetrie, 13 
affine, 35 

affine orthogonale, 36 
axiale, 55 
centrale, 12, 35 
orthogonale, 13 
symetrique 
matrice -, 126 
transformation -, 93 
systeme(s) 
de Legendre, 57 
differentiel, 98 
lineaire, 89 

lineaires equivalents, 90 
trigonometrique, 53 


tangent, hyperplan -, 130 
terme(s) 
diagonaux, 92 
d’une famille, 2 
d’une matrice, 92 
d’un vecteur-colonne. 13 


theoreme 

de Pythagore, 55, 78 
de Thales, 46 
du cosinus, 59, 78 
du sinus, 86 
spectral, 77 

trace d’une matrice, 1 16 
transformation 

hermitienne ou auto-adjointe, 155, 
158 

normale, 159 
orthogonale, 49 
symetrique, 93 
unitaire, 154 
translation, 34 

transposee d’une matrice, 1 18 
transvection, 43 
affine, 45 
triangulaire 
inegalite -, 58 
matrice -, 125 
trigonalisable 
application lineaire -, 89 
matrice -, 90 
triplet, 2 

unitaire 
matrice -, 154 
transformation -, 154 
vecteur -, 47, 51 
valeur(s) propre(s) 
calcul de la - maximale par itera- 
tion, 111 

d’une application lineaire, 74 
d'une matrice, 77 
extremes, 96. 128 
simple, double, triple, 81 
Vandermonde, determinant de-, 155 
variation de la constante, 102 
vecteur(s), 7, 10 
-colonne, 13 
directeurs, 38 

lineairement dependants, indepen- 
dants, 20 
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normal, 63, 74 
oppose, 11 
orthogonaux, 48, 53 
unitaire, 47, 51 
vecteur propre 

d’une application lineaire, 74, 154 
d’une matrice, 77, 154 
vectoriel(le) 


droite -, 17 
espace -, 10 
hyperplan -, 29 
plan -, 1 7 
produit 68 
sous-espace -, 16 
vectorialise, 12, 32 
volume, 142, 153 
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